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RESUMO

O presente estudo € consequéncia advinda de reflexdes com base na
literatura que aponta para problemas relacionados ao ensino e
aprendizagem referentes ao conceito de numero relativo. Por
decorréncia, apresenta-se a proposta de Davydov e colaboradores para a
organizacgdo do ensino de Matematica que traz como principio basico o
desenvolvimento do pensamento tedrico dos estudantes, tendo como
premissa o conceito de nimero real, cujo fundamento € a relacdo entre
grandezas. Essa ideia central se constitui em critério para a
caracterizacdo do nimero em positivo e negativo. Sendo assim, a
relatividade numérica se manifesta no contexto de nimero negativo e
positivo sem privilégio inicial para as singularidades (natural, inteiro,
racional e irracional). E nesse ambito que se define o objeto da presente
pesquisa: 0 modo davydoviano de organizagdo do ensino com foco para
0 conceito de numero negativo. O problema de pesquisa é: Que
necessidades se apresentam no &mbito das atividades de ensino e estudo,
mais especificamente no modo davydoviano de organizagdo do ensino
referente as tarefas particulares voltadas ao conceito de numeros
negativos? A pesquisa teve como objetivo investigar as necessidades
inerentes ao processo davydoviano de organizagdo do ensino referentes
ao conceito de nlmeros negativos. Trata-se de uma pesquisa qualitativa
na modalidade bibliografica que tem como fonte de analise um livro
didatico do estudante e um livro de orientacdo ao professor
correspondentes ao sexto ano escolar. O processo de analise se
desenvolveu com base em duas categorias: 1) as necessidades de ordem
conceitual e 2) as necessidades pedagdgicas. O estudo evidencia que, na
proposicdo davydoviana, 0 nimero negativo traz o significado de
oposto. Por conseguinte, emerge a necessidade de mudanca do tipo de
grandeza: de escalares — até entdo, base do surgimento dos nimeros
positivos — para a vetorial. Nesse movimento conceitual, a especificacdo
do modulo e do sentido na acdo geradora do nimero negativo demandou
outra necessidade: a comparacdo de dois vetores. Além disso, se
manifesta outra necessidade: a adogcdo de um elemento que permite a
indicacdo do sentido ao se representar 0 nmero na reta.

Palavras-chave: Proposicdo Davydoviana. Necessidades. NUmero
Negativo. Vetor.






ABSTRACT

The present study is consequence coming from the reflections based on
the literature that points to problems related to teaching and learning
concerning the concept of relative number. As result, it is presented the
proposal of Davydov and collaborators for the organization of
Mathematics teaching that has as a basic principle the development of
theoretical thinking of students, having premise the concept of real
numbers whose foundation is the relation between magnitudes. This
main idea constitutes in criteria for the characterization of the number in
positive and negative. That being, the numerical relativity is presented
in the concept of negative and positive without the beginning privilege
of the singularities (natural, whole, rational and irrational). It is in this
context that presents the object of the presented research: the
davydovian mode of organization of teaching with focus for the concept
on the negative number. The problem of the research is: What
necessities are presented in the context of teaching and study activities,
more specifically, in the davydovian mode of organization of teaching,
regarding particular tasks facing the concept of negative numbers? The
objective of the research was investigate the necessities inherent in the
organization of the teaching in the davydovian process, concerning the
concept of negative numbers. This is a qualitative research in
bibliographical modality whose source analysis of a student textbook
and the teacher’s guide book, corresponding to the sixth school year.
The process of analysis was developed based on two categories: 1) the
necessities of conceptual order and 2) the pedagogical necessities. The
study shows that, in the davydovian proposition, the negative number
brings the opposite meaning. It further emerges the need to change the
type of magnitude: scalar - until then, based on the appearance of
positive numbers - to the vector. In this conceptual movement, the
module specification and sense in generating action of the negative
number demanded another necessity: a comparison of two vectors.
Furthermore, it presents other necessity: the adoption of an element that
enables indication of the sense to be represented on the number line.

Keywords: Proposition Davydovian. Necessities. Negative number.
Vector.
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APRESENTACAO

A producéo desta dissertagdo decorre do interesse pelo modo de
organizagdo do ensino escolar que tem como finalidade o
desenvolvimento, nos estudantes, do pensamento conceitual relacionado
a Matematica.

Essa tematica constituiu-se, desde o curso de graduacdo, com a
participacdo em projetos de inicia¢do cientifica, oportunidade em que
me debrucei sobre o estudo da proposi¢cdo de ensino de Davydov e
colaboradores. Desde entdo, tornou-se instigante o pressuposto do
referido autor de que o nimero real é o conceito referencial no ensino de
matematica — ao iniciar o primeiro ano escolar — quando a pretensdo for
o desenvolvimento do pensamento tedrico. Sendo assim, a base de todas
as realizagfes das criangas, nas aulas de matematica, é a relacéo entre
grandezas. Qualquer proposta pedag6gica que ndo considere tal
premissa Davydov (1982) denomina de tradicional, tendo como
consequéncia o desenvolvimento do pensamento empirico.

A partir de entdo, o alvo passa ser a literatura sobre os
fundamentos da Matematica — principalmente Caraga (2010) e
Aleksandrov (1976), articulados com as producfes de Davydov — com
atengdo voltada ao estudo do objeto da Matematica, ou seja, a divida
era: a relacdo entre grandezas é realmente a basica genética do conceito
de namero real e, como tal, seria possivel ser a referéncia no ensino,
mesmo no primeiro ano escolar, como elucida a proposta davydoviana?
O questionamento se justifica, uma vez que as concepgOes formadas
durante a trajetéria escolar estavam fortemente arraigadas pela ideia de
que, nos anos iniciais do Ensino Fundamental, o essencial seria o ensino
dos nimeros naturais. Os reais s se apresentariam no nono ano.

O contato com os livros didaticos e de orientacdes aos
professores produzidos por Davydov e colaboradores, bem como as
producbes do GPEMAHC, especialmente Rosa (2012), indicavam a
efetividade e possibilidade da proposicdo davydoviana no contexto
escolar da Russia. Realmente, a relacdo entre grandezas escalares
permeia, em seus minimos detalhes, todos os conceitos matematicos que
envolvem nlimeros positivos, como tém mostrado as pesquisas de Rosa
(2012), Madeira (2012), Rosa e Damazio (2012), Souza (2013), Rosa
Damazio e Alves (2013), entre outros.

Nesse processo de compreensdo do modo davydoviano de
organizacdo do ensino da matematica, outra questdo, entre tantas que se
apresentaram, diz respeito ao conceito de nimero negativo.
Particularmente, o interesse se volta as necessidades conceituais e
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pedagdgicas emergentes, ao privilegiar a relacdo entre grandezas como
premissa para o desenvolvimento do pensamento tedrico. E nesse
contexto que se desenvolve a presente dissertacdo, organizada em quatro
capitulos. O primeiro deles contempla o processo de producdo do
objeto, dos objetivos e do problema da pesquisa, como consequéncia de
reflexdes decorrentes da participagdo em projetos de iniciagdo cientifica
em que foi estudada a proposi¢cdo davydoviana, bem como textos dos
seus coautores e estudiosos, em especial, de Davydov. Também aponta
indicativos metodoldgicos orientadores da investigagao.

O segundo capitulo traz as bases da proposta davydoviana:
contexto e caracteristicas, isto €, em qual contexto surge tal proposi¢do
de ensino, bem como as suas peculiaridades, quais sejam: o0 novo
pensamento pedagdgico e os principios didaticos.

O terceiro capitulo trata de tarefas particulares, pertinentes a
proposicdo davydoviana, sobre a grandeza vetorial, o deslocamento e o
vetor, que se traduzem em necessidades para o desenvolvimento do
conceito de nimero negativo. Apresenta, ainda, as analises das tarefas
particulares referentes ao conceito de nimero negativo, bem como sua
introducdo na reta numérica. Para tanto, as referéncias sdo o livro de
orientagdes ao professor (TOPBOB, et al, 2006) e o livro didatico do
estudante do sexto ano escolar (TOPBOB, et al, 2007).

Por fim, o quarto capitulo traz algumas consideracdes centradas
nas principais evidéncias a respeito do problema de pesquisa.
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1. PROBLEMATICA DA PESQUISA

O inicio da escrita sistematica desta dissertacdo exigiu um
esforco intelectual nada diferente da prépria fase que o antecedeu:
elaboracdes a respeito de sua organizagdo. Afinal, estava ciente de que
se trataria da exposicdo de uma investigagdo com um objeto de estudo
definido, de aproximacdes de um método e da base tedrica. No entanto,
a questdo que se apresentou foi: no processo de problematizacao de uma
pesquisa sobre Educacdo, é necessario que o pesquisador exponha a sua
trajetéria de formagdo e nela explicite a constituicdo do objeto da
pesquisa? Nas leituras dos classicos pesquisadores da Teoria Histérico-
Cultural — basicamente Vygotski, Leontiev e, principalmente, Davydov
— ndo tenho visto em momento nenhum tal preocupacéo. Em vez disso,
eles contextualizam seus estudos no Ambito de investigagdes correlatas,
quer de fundamentos antagbnicos ou de mesma base tedrica, mas que
abrem possibilidades de questionamentos de suas fragilidades.

Contudo, nas Ultimas defesas de dissertacbes assistidas, uma
questdo que se apresentou de forma constante nas arguigdes proferidas
pelos membros das bancas refere-se a que o mestrando explicite na
dissertacdo a sua vida académica. Em especifico, de que modo ocorreu o
processo de construcdo do objeto de pesquisa. Disso decorre, entdo, a
minha decisdo de adotar essa orientacao.

Tal processo se origina durante o curso de Licenciatura em
Matemética na Universidade do Extremo Sul Catarinense, UNESC, em
2009. Nesse curso, algumas disciplinas — Didatica da Matematica e
Estagio Supervisionado no Ensino Fundamental | e Il — permitiram o
debate sobre a organizacdo do ensino de alguns conceitos matematicos
e, também, do processo de aprendizagem dos estudantes.

No que concerne a discussao sobre a organizacdo do ensino dos
conceitos matematicos, um marco no referido curso foi a participacdo na
sua Quarta Semana Académica, em 2010. Nesse evento, a inscricdo
como ouvinte possibilitou-me a participagdo em um minicurso, 0
primeiro contato com as proposicdes de ensino de Davydov' e seus
colaboradores para os anos inicias do estudo da Matematica no Ensino
Fundamental.

A breve apresentacdo, pelos ministrantes, de algumas tarefas do
sistema de ensino mencionado e resolvidas pelos participantes, seguida
de discussdo, deu indicio de que se tratava de um ensino de Matematica

'Utilizarei a grafia Davydov, porém, quando se tratar de referéncia sera
preservada a original.
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diferente do recomendado pelos documentos que servem de referéncia
para a organizagdo do ensino brasileiro. Cito, por exemplo, a Proposta
Curricular de Santa Catarina, os Pardmetros Curriculares Nacionais,
bem como o processo por mim vivenciado em todos os niveis de ensino.

Como consequéncia, passei a participar das reunides do Grupo de
Pesquisa em Educacdo Matematica: uma Abordagem Historico-Cultural
(GPEMAMHC), do qual os ministrantes eram membros. Por decorréncia,
despertou-me o interesse em envolver-me em projetos de pesquisa,
especialmente naqueles voltados para o estudo da proposi¢do de ensino
de Davydov e seus colaboradores. Isso aconteceu com a oportunidade
propiciada pelos pesquisadores do grupo que acataram minha
manifestacdo de empenho em elaborar e executar um projeto de
pesquisa, 0 que se efetivou com a submissdo em um edital interno da
UNESC de iniciacdo cientifica, PIC 170% O perfodo de avaliacdo do
projeto até o resultado foi marcado por grande expectativa, devido ao
meu interesse. Com a aprovagdo, comecei 0 estudo da citada proposicao
voltada para o primeiro ano do Ensino Fundamental, em 2011.

O objetivo do referido projeto incidiu na analise da proposicéo de
ensino de Davydov e seus colaboradores a luz dos fundamentos
matematicos. Na realidade, busquei na literatura pertinente a
explicitagdo de que a base geral da Matematica é a relacdo entre
grandeza, como explicitara Davydov (1982). Na continuidade, em 2012,
participei de outro projeto, que decorreu da conclusdo da primeira
pesquisa do GPEMAHC (ROSA, 2012) - referente a proposta
davydoviana — de que ela ndo divorcia as significagcdes aritméticas,
geométricas e algébricas, mesmo no primeiro ano escolar. Dediquei-me
a investigacdo sobre o objeto da algebra, geometria e aritmética, tendo
como base os fundamentos da Matematica e, de forma articulada, com a
referida proposta com olhar para o conceito de nimero.

Com o ingresso no mestrado, em 2013, o foco continuou na
proposicdo de ensino de Davydov e seus colaboradores para a
Matematica. Porém, debrucei-me sobre estudo e entendimento, de forma

*Programa de Iniciacdo Cientifica da UNESC desenvolvido pela PROPEX (Pré-
Reitoria de Poés-Graduagdo, Pesquisa e Extensdo) em conjunto com a
Coordenacdo de Politicas de Atencdo ao Estudante — CPAE. Seu objetivo
constitui-se em fomentar projetos de pesquisa a serem executados por
académicos em conjunto com o professor orientador, cuja bolsa é proveniente
do Governo Estadual, em atendimento ao prescrito no artigo 170 da
Constituicdo Estadual.
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intensa, dos livros e artigos de Davydov traduzidos da lingua russa para
a espanhola®, além das suas producdes em portugueés.

Davydov nasceu em 1930 e faleceu em 1998. De nacionalidade
russa, era doutor em psicologia e seguidor de Vygotski (ROSA, 2012).
Importa dizer que Vygotski, segundo Libaneo e Freitas (2013), foi o
fundador da Teoria Historico-Cultural e Davydov comp6s a terceira
geracdo dos seus seguidores.

Em sua formagdo académica, Davydov, de acordo com Libaneo e
Freitas (2013), teve como professores: Leontiev, Luria, Rubinstein,
Galperin, Zaporozhets, Elkonin, Talizina, entre outros. Vale destacar
gue todos os professores mencionados foram expoentes da psicologia
marxista (LONGAREZI; PUENTES, 2013).

No que diz respeito a carreira profissional de Davydov, Libaneo e
Freitas (2013, p. 317), com base em Zinchenko (1998), destacam que,

Embora sua carreira tedrica e investigativa tenha
se dado com base na psicologia, era tido como um
grande pedagogo por conhecidos estudiosos da
pedagogia russa como Kairov, Arseniev, Babanski
e Skattkin [...].

O reconhecimento de Davydov como pedagogo, para Libaneo e
Freitas (2013), ndo impede de considera-lo como o mais destacado
pesquisador em psicologia pedagdgica da terceira geragdo dos
seguidores de Vygotski.

Em suas primeiras investigacGes, Davydov chegou a resultados
que comprovaram a inexisténcia da atividade de estudo, mesmo para as
criancas que frequentavam a escola. Isso porque os métodos e os
contetdos de ensino ndo possibilitavam o envolvimento dos estudantes
de modo que Ihes proporcionassem o desenvolvimento do pensamento
conceitual. Por consequéncia, ele e Elkonin, nos anos 1960, propuseram
a criacdo de novos programas de ensino para a Matematica, que
culminaram no sistema de ensino denominado de Elkonin-Davydov*
(LIBANEO; FREITAS, 2013).

Outros seguidores de Vygotski também elaboraram propostas de
ensino para a Matematica, tais como: Zankov, Galperin e Talizina

*A maioria dos livros e artigos que se encontra em lingua espanhola foi
traduzida do russo para o espanhol por Marta Shuare, Ph. D. em Psicologia.
*Utilizarei o nome proposicdes de ensino de Davydov e seus colaboradores ao
invés de sistema de ensino Elkonin-Davydov.
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(ROSA, 2012). Contudo, as proposi¢cdes de ensino de Davydov e seus
colaboradores, segundo Galperin, Zapordzhets e Elkonin (1987), se
diferenciavam das até entdo presentes no ensino da Unido Soviética,
tanto pela amplitude como pela profundidade.

Nesse ambito, busquei alargar a compreensdo dos seus livros e
artigos iniciada nos projetos de iniciacdo cientifica. Assim, para o
estudo da proposigdo de ensino de Davydov e seus colaboradores para o
primeiro ano do Ensino Fundamental, foi feita a leitura de capitulos dos
livros de Davydov: Tipos de generalizacion en la ensefianza (1982) e La
ensefiafiza escolar y el desarrollo psiquico (1988). Além disso,
dediquei-me ao estudo de alguns de seus artigos, quais sejam: Analisis
de los principios didacticos de la escuela tradicional y posibles
principios de ensefianza en el futuro préximo (1987) e La renovacion de
la educacién y el desarrollo mental de los alunos (1998)°.

Com base nessas leituras, constatei que uma de suas
preocupacdes, se ndo a principal, diz respeito a um ensino que priorize o
desenvolvimento do pensamento teérico nos estudantes, em vez do
pensamento empirico que, para o autor, é priorizado pelos sistemas
educativos. Para Davidov (1988, p. 154) essas duas formas de
pensamento trazem contribui¢Bes distintas na formagéo intelectual dos
estudantes, dadas as suas diferencas. Uma delas € de que o “pensamento
empirico cataloga, classifica os objetos e fendbmenos. O tedrico persegue
a finalidade de reproducéo da esséncia do objeto estudado.”.

Vale dizer que Davidov (1988) considera que qualquer ensino
escolar, ao mesmo tempo em que desenvolve as capacidades intelectuais
dos estudantes, igualmente possibilita, desde seu inicio, por meio de
seus conhecimentos, a formagdo de um tipo de pensamento. Nesse
sentido, Rubtsov (1996) também destaca que a Psicologia moderna e a
Didatica distinguem dois tipos de pensamento: o empirico e o tedrico. E
tais modos de pensar sdo responsaveis por duas maneiras distintas de o
individuo compreender a realidade.

Esses diferentes modos de pensamento, de acordo com Davidov
(1988, p. 106), sdo conhecidos desde a antiguidade. O empirico como
“[...] a atividade mental orientada a separar e registrar os resultados da
experiéncia sensorial [...]” e o tedrico pelo “[...] pensamento que procura
a esséncia dos objetos, as leis internas de seu desenvolvimento.”.

°No que se refere aos textos em lingua espanhola usados nesta dissertacéo,
esclareco que as citagOes deles extraidas foram traduzidas por mim. Por isso,
assumo a responsabilidade caso tenha cometido algum equivoco.
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Davidov (1988) considera que o modo de pensar empiricamente é
decorrente dos conhecimentos cotidianos, cuja fonte se vincula com a
vida cotidiana das pessoas. Por isso, ele é contrario as propostas
defensoras de que a escola deva considerar os conceitos espontaneos dos
estudantes. Seu contra-argumento é de que se priorizaria 0
desenvolvimento do pensamento empirico, 0 que obstaculiza a
aprendizagem dos conceitos cientificos. O objetivo consiste na
compreensdo, pelos estudantes, do conhecimento teérico, referéncia
essencial para a atual educacéo escolar.

Outra justificativa para a ndo primazia do pensamento empirico,
na escola, baseia-se no pressuposto de que 0 seu cultivo é uma das
razdes da pouca influéncia que o ensino representaria tanto no
desenvolvimento psiquico quanto das capacidades intelectuais das
criangas. Isso porque ele é peculiar de uma relacéo cotidiana, isto é,
utilitaria das coisas. Dessa forma, € alheio & avaliagdo e compreensao
tedrica da realidade (DAVIDOV, 1988).

De forma geral, o pensamento empirico visa separar e registrar 0s
resultados da experiéncia sensorial a partir do aspecto exterior do objeto.
Assim, esse pensamento possui como caracteristica a categorizacdo e
classificacdo dos objetos, de forma que permita a resolugdo de
problemas quando é necessario reconhecer alguns elementos e
qualidades do objeto. Além disso, ele se centra no carater utilitario de
todos os dias, isto €, orienta as pessoas para a solucdo das tarefas
cotidianas, por meio do cumprimento de acdes rotineiras (DAVIDOV,
1987; DAVYDOV, 1998).

Ao realizar um exame da organizacdo de um material didatico
para 0 ensino do conceito de nimero na Unido Soviética
(correspondente ao primeiro ano do Ensino Fundamental no Brasil),
Davydov (1982) verificou que, em seu inicio, se mantém um vinculo
com os conhecimentos cotidianos adquiridos pela crianca antes de ela
entrar na escola. A explicagdo para tal afirmacdo estd no procedimento
comum entre os professores de, nos primeiros dias de aula, verificarem
0 que os estudantes compreendem sobre o nimero e darem énfase
somente ao que eles conhecem sobre a série natural dos nimeros, ou
seja: se sabem contar um grupo de objetos, etc.

Na época de tal exame da organizacdo do ensino soviético,
realizado por Davydov, para a construcdo do conceito de nimero,

[...] vigorava nas escolas russas a pedagogia
tradicional, em que primeiro eram aprendidas as
caracteristicas aparentes dos objetos; em seguida
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0s objetos eram comparados uns com 0s outros e
classificados, resultando na aquisicdo de
conhecimentos ~ empiricos  pelos  alunos.
(LIBANEO; FREITAS, 2013, p. 320).

Como consequéncia dessa analise, Davydov chegou a conclusdo
de que o sistema educacional da Unido Soviética ndo cumpria com as
condi¢Bes necessarias para o desenvolvimento dos estudantes. Por sinal,
uma das tarefas da nova sociedade soviética, a socialista, consistia na
formacdo de um novo modo de pensar nos estudantes, o teérico
(DAVYDOV, 1982).

Em outra andlise, Davydov (1998, p. 147) verificou “[...] que ndo
é possivel resolver problemas tdo complicados sem algumas mudangas
radicais tanto no conteido como nos métodos educacionais.”.

As conclusdes oriundas das referidas analises e 0s compromissos
educacionais até entdo ndo cumpridos levaram Davydov a propor uma
nova organizacdo do ensino voltada para o desenvolvimento do corpo,
do intelecto e da moralidade do estudante (DAVYDOV, 1998).

Para essa nova organizacdo do ensino, Davidov (1988, p. 172)
parte da tese de que sua base “é seu contetido, do qual se derivam os
métodos (ou procedimentos)”.

Além disso, Davidov (1988) assume a compreensdo de Elkonin
ao adotar a premissa de Vygotski de que o ensino possui um papel
diretor no desenvolvimento mental por meio do conteldo dos
conhecimentos assimilados. Isso se explica por dupla razdo: o seu
vinculo aos pressupostos vigotskianos sobre aprendizagem e
desenvolvimento, e seu propoésito de um desenvolvimento intelectual
diferente do que na oportunidade se propunha nas escolas russas.

Esse conteldo dos conhecimentos, segundo Davidov (1988), diz
respeito aos conhecimentos tedricos e o seu processo de assimilagdo
constitui-se por dois tragos caracteristicos:

Em primeiro lugar, o pensamento dos estudantes
se move orientadamente do geral ao particular
(ao comeco buscam e fixam a ‘célula’ geral inicial
do material a estudar e logo, apoiando-se nela,
deduzem as diversas particularidades do objeto
dado). Em segundo lugar, tal assimilagdo esta
orientada para que os estudantes revelem as
condicbes de origem do contelido dos conceitos
que assimilam. (DAVIDOV, 1988, p. 175, grifos
do autor).
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Esse processo de assimilagdo dos conhecimentos tedricos tem por
finalidade o desenvolvimento do pensamento tedrico, uma vez que, para
Davidov (1988), esse modo de pensar revela a esséncia dos objetos. Tal
esséncia, de acordo com Davidov (1988, p. 6, grifos do autor), consiste
num “[...] procedimento especial que o homem focaliza a compreenséo
das coisas e 0s acontecimentos por via da analise das condi¢des de sua
origem e desenvolvimento.”. E acrescenta: “quando os estudantes
estudam as coisas e 0s acontecimentos desde o ponto de vista desse
enfoque [a esséncia], comegam a pensar teoricamente.”.

Nesse &mbito de preocupagdo da organizacdo de um ensino que
promova 0 desenvolvimento de um novo modo de pensar nos
estudantes, Davidov (1988, p. 110) se apdia no pressuposto de que “[...]
com o ingresso das criangas na escola, deve-se comegar a ser formado
nelas os conceitos cientificos e outros conhecimentos tedricos, com 0s
que ndo se confrontaram na idade pré-escolar.”.

Com tal objetivo, Davydov (1982) estabelece que a finalidade do
ensino da Matemética, durante todo o seu periodo escolar, é a formacao,
nos estudantes, de uma concepgao circunstanciada e valida de nimero
real. Mas, para alcancar tal intento, a sua proposigdo de ensino se
alicerca no conceito de grandeza que, de acordo com o mencionado
autor, se constitui como o objeto matematico mais geral que 0s nimeros.

Rosa (2012) realizou um estudo detalhado sobre a especificidade
do conceito de nimero abordado na proposicao de ensino de Davydov e
seus colaboradores para o primeiro ano do Ensino Fundamental. A
autora averiguou que realmente o conceito de nimero introduzido no
material de ensino é o de nimero real por meio da comparacao entre
grandezas, isto é, da medicdo delas. Também mostra que antes do
estudo dos nameros, propriamente dito, as criancas aprendem as
grandezas (comprimento, area, volume, massa e quantidade discreta),
visto que o numero é decorrente das relagcbes multiplas entre duas
grandezas da mesma espécie.

Nesse contexto, cabe dizer que pesquisas realizadas na area da
Educacdo Matematica, como a de Rosa (2012) e a de Damazio, Rosa e
Euzébio (2012), demonstram uma preocupacdo com o modo que esta
organizado o ensino do conceito de nimero, no Brasil, e sua objetivacédo
nas escolas. Tal inquietacdo provém do confronto com o estudo da
proposicdo de ensino de Davydov e seus colaboradores para 0s anos
iniciais do Ensino Fundamental. Isso porque pressupde 0
desenvolvimento do pensamento tedrico nos estudantes, o que ndo
ocorre nas proposicdes oficiais e livros didaticos adotados pelas escolas
brasileiras.
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A partir da existéncia da preocupacdo com o0 modo de
organizacdo do ensino do conceito de nimero, no Brasil, surge uma
questdo: o que dizem os documentos que servem de referencial para o
ensino brasileiro e catarinense referente a Matematica, no periodo
correspondente ao inicio do Ensino Fundamental?

Dentre os documentos®, recorri aos Parametros Curriculares
Nacionais (BRASIL, 1997) — PCNs — e a Proposta Curricular de Santa
Catarina (SANTA CATARINA, 1998) — PCSC —, nos quais existe um
consenso: 0 conceito de nimero esta presente no inicio do estudo da
Matemdtica, na escola, e é com ele que o estudante comega a
aprendizagem da referida disciplina.

Outro consenso entre esses documentos diz respeito a sequéncia
do ensino do conceito de nimero, qual seja: natural, racional, inteiro e
irracional. A partir desse modo sequencial inclui-se, nos Gltimos anos do
Ensino Fundamental, o caso mais geral, o de nimero real.

Esse ultimo consenso nos permite identificar uma diferenca entre
a organizacdo do ensino proposta por Davydov e seus colaboradores e a
indicada pelos documentos (brasileiro e catarinense). Na primeira,
inicia-se o estudo do conceito de nimero por meio do nimero real € na
segunda, a brasileira e a catarinense, pelo nimero natural.

Os PCNs, ao tratarem do ensino e aprendizagem da Matemética
para 0s primeiros anos do Ensino Fundamental, ressaltam que as
criancas, ao ingressarem na escola, tendo frequentado ou ndo a pré-
escola, trazem consigo conhecimentos sobre numeragdo, medida, espaco
e forma, decorrentes da sua vivéncia cotidiana (BRASIL, 1997).

Assim sendo, 0s conhecimentos adquiridos pelas criangas na pré-
escola e em sua vida cotidiana, segundo os PCNs, servem como
referéncia para que o professor organize as formas de ensino. A
orientacdo é que, antes de organizar o processo de apropriacdo
conceitual, o professor investigue qual a compreensao de cada estudante

®No processo de construgdo desta pesquisa, 0s documentos que se apresentaram
como referéncia para a organizacdo do ensino brasileiro e catarinense foram: os
Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) e a Proposta Curricular de
Santa Catarina (PCSC, 1998). No entanto, vale informar que proximo do
fechamento desta pesquisa uma nova versdo da Proposta Curricular de Santa
Catarina foi publicada (PCSC, 2014), e ela acena para algumas possibilidades
interessantes, a0 mencionar que: “nos diferentes movimentos de elaboragdo
conceitual, um dos conceitos fundantes é o de grandezas, que perpassa todos os
conceitos matematicos demandados no percurso da Educacdo Basica, pelo
professor.” (SANTA CATARINA, 2014, p. 167-168).
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sobre 0 mesmo. E, em especifico, que situacBes ainda se apresentam
como estaveis e quais as possibilidades e as dificuldades de cada um
para enfrentar os desafios da aprendizagem (BRASIL, 1997).

A orientacdo em relacdo & Matemética dada pelos PCNs para o
primeiro ciclo’, que correspondia & primeira e segunda séries do Ensino
Fundamental — atualmente, do primeiro ao terceiro ano —, é de que nao
existe uma sequéncia dos conceitos a serem ensinados, devido a
diversidade das experiéncias vivenciadas pelas criangas antes de elas
entrarem para a escola. Mas, ao mencionar os objetivos da Matemética e
os contelidos conceituais a serem apropriados pelos estudantes no
referido periodo, o conceito que se apresenta em ambos € o de nimero
natural (BRASIL, 1997).

Na PCSC, o indicativo é que também se inicie pelo ensino do
conceito de niimero natural®. Esta, assim como os PCNs, recomenda que
o professor explore os significados que os estudantes construiram sobre
0S numeros antes de eles ingressarem na escola. Alguns desses
significados sdo: numero de telefone, da casa, de placas de carro, sua
idade, entre outros (SANTA CATARINA, 1998). Desse modo, 0 ponto
de partida para o ensino de Matematica no inicio do Ensino
Fundamental sdo os conhecimentos prévios das criancas sobre o
conceito de nimero, em especifico o natural, oriundo da pré-escola e da
vida cotidiana.

Como tanto os PCNs quanto a PCSC propdem que 0 ensino da
Matematica comece pelo conceito de nimero, cabe explicitar o que eles
entendem sobre tal conceito. Para os PCNs, o nmero € indicador de
guantidades (colegdes de objetos), de posi¢Bes (possibilita guardar o
lugar ocupado por um objeto numa listagem). Além disso, é usado como
cddigo, por exemplo, placa de carro, nimero de telefone, entre outros
(BRASIL, 1997). A PCSC ndo explicita uma compreensdo de nimero,
mas quando se refere ao estudo do campo numérico, destaca que “[...] o

"Anteriormente & lei N° 11274, de 6 de janeiro de 2006, o tempo minimo para
um estudante cumprir o Ensino Fundamental era de 8 anos. Nesse sentido, 0s
PCNs (1997) dividiram esse periodo em oito séries e em quatro ciclos, cada
qual composto de duas séries. Mas, com a referida lei, 0 Ensino Fundamental
Eassa a ter duragdo minima de nove anos.

Por ter utilizado como fonte de analise a Proposta Curricular de Santa Catarina
publicada no ano de 1998, vale elucidar que a sua versdo recente (SANTA
CATARINA, 2014) traz uma nova compreensao do namero, isto &, no contexto
das grandezas discretas e continuas. Porém, ela ndo traz tarefas a serem
desenvolvidas com objetivo de explicitar tal compreensdo no contexto da sala
de aula.
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significado privilegiado pela escola é o de numero enquanto
quantidade.” (SANTA CATARINA, 1998, p. 109).

Até agora, procurei explicitar a aproximacdo entre os PCNs e a
PCSC quanto ao modo como ambos entendem a organizacdo para o
inicio do ensino de Matematica, isto é, para 0s primeiros anos do Ensino
Fundamental. Em sintese, no que se refere ao ensino do conceito de
namero, diria que os dois documentos indicam que o professor aproveite
0 que a crianga aprendeu na pré-escola e na vida cotidiana. Outra
afinidade dos dois documentos € o inicio da aprendizagem do conceito
de nlmero trazer apenas a ideia de quantidade.

Os PCNs e a PCSC, ao proporem que o professor utilize como
base os conhecimentos cotidianos obtidos pela crianga antes de ela
ingressar na escola, retratam justamente o que Rosa (2012, p. 25), com
base em Davydov, considera ponto fragil das proposicdes brasileiras
para o ensino de Matemdtica, pois nelas ha “[..] o predominio da
formacéao do pensamento empirico, nos escolares dos anos iniciais.”.

Apesar das aproximagdes entre a PCSC e os PCNs, vale dizer que
esses documentos que servem de referéncia para a organizacdo do
ensino de Matematica estdo fundamentados em concepgdes distintas. O
primeiro — PCSC — na Teoria Histérico-Cultural, cuja base filosofica é o
materialismo histérico e dialético (ROSA, 2012). E o segundo — PCNs —
adota o construtivismo como referéncia teérica (DUARTE, 2001).

Destaque-se que na prépria PCSC, conforme Rosa (2006, p. 82),
se apresenta discordancia com sua base tedrica, isto é:

[...] as orientagBes metodoldgicas e a sequéncia
dos conceitos sdo conduzidas ao oposto sugerido
por Vigotski (relagdo entre conceitos cientificos e
espontdneos) e Davydov (relagdo entre
pensamento tedrico e pensamento empirico).

Portanto, a PCSC se diz fundamentada na mesma concepcéo
tedrica das proposicBes de ensino de Davydov e seus colaboradores, a
Teoria Histérico-Cultural. No entanto, a analise de suas recomendaces
aponta que ela se volta ao desenvolvimento do pensamento empirico.
Sendo assim, contraria 0 que sugere Davydov com base na referida
teoria, que é a formacdo do pensamento teorico.

Salienta-se, entdo, que as pesquisas até agora mencionadas
trazem a preocupacdo com o tipo de pensamento que as proposi¢oes de
ensino desenvolvem nos estudantes dos anos iniciais do Ensino
Fundamental. No referente as orientagdes oficiais para organizacdo do
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ensino de Matematica, uma evidéncia é o desacordo entre o que
propdem e a sua fundamentacao tedrica.

E nesse contexto que passo a delinear o objeto da presente
pesquisa, que se insere no ambito do modo davydoviano de organizagéo
do ensino da Matematica. Para tanto, retomo os estudos brasileiros sobre
a mencionada proposi¢do que tém focado no ensino dos conceitos
matematicos (nimero, operagOes, resolucdo de problemas, sistema de
numeracao, etc.) pertinentes as séries iniciais do Ensino Fundamental:
Rosa (2012); Damazio, Rosa e Euzébio (2012); Rosa e Damazio (2012);
Madeira (2012); Rosa, Damazio e Alves (2013); Souza (2013); Rosa,
Damazio e Crestani (2014); Rosa, Damazio e Silveira (2014); Hobold
(2014); Mame (2015), dentre outros.

Essas pesquisas tém seus objetos voltados aos anos iniciais do
Ensino Fundamental. Sendo assim, indicam possibilidades de
investigacdo sobre o ensino dos conceitos matematicos do sexto ao nono
ano. Dentre tantos, o interesse se voltou, inicialmente, para o conceito
de nUmero inteiro relativo, uma vez que ndo encontrei pesquisa que 0
abordasse na perspectiva histérico-cultural, em especial a luz da
proposta davydoviana. A veeméncia por tal estudo se justifica pela
necessidade de entendimento do ensino de uma singularidade numérica,
no contexto do numero real e, portanto, relagdes entre grandezas. A
expectativa surge, pois, em minhas vivéncias como estudante e
professor, bem como as buscas na literatura apontam a inexisténcia de
tal enfoque para o referido conceito.

Por decorréncia, volto-me novamente para preocupagao que se
explicita no ambito do ensino de Matematica, mais especificamente no
documento base para a organizacgdo do ensino brasileiro, os PCNs, com
foco para o conceito de nimero inteiro relativo. O documento afirma
que “[...] na escola, 0 estudo dos nimeros inteiros costuma ser cercado
de dificuldades, e os resultados, no que se refere a sua aprendizagem ao
longo do Ensino Fundamental, tém sido bastante insatisfatorio.”
(BRASIL, 1998, p. 97).

Tal afirmagdo da indicios de que existem problemas no que
concerne a organizacgdo do ensino brasileiro para o desenvolvimento do
pensamento conceitual do nimero inteiro relativo. Porém, essa situagédo
ainda persiste, mesmo passadas quase duas décadas da implementacéo
dos PCNs. Essa afirmativa tem respaldo em Amorim (2012, p. 12), ao
dizer que em sua atuacdo como professora nos niveis de Ensino
Fundamental, Médio e Superior, comprova o que foi dito pelos PCNs.
De acordo com a autora em referéncia: “[...] venho percebendo a
dificuldade apresentada por muitos alunos, em diferentes niveis, para
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resolver atividades relacionadas a nimeros inteiros.” Por consequéncia,
Amorim (2012) investigou o estado da arte dos estudos que trataram
sobre questdes voltadas ao ensino e aprendizagem do conceito
matematico em questao.

Do mesmo modo, Silva (2012), com base na sua propria atuacao
docente, afirma que os estudantes tém dificuldades para a compreensdo
do referido conceito. Esse ndo entendimento levou-a pesquisar as
elaboracdes dos estudantes quando vivenciam as atividades orientadoras
de ensino com ndmeros inteiros. A pesquisadora verificou algumas
elaboracBes dos sujeitos da investigagdo: encaram 0s nimeros inteiros
como nuimeros absurdos; apresentam a necessidade de dar significado ao
sinal negativo; ndo admitem a existéncia de nada abaixo do zero. Dentre
essas elaboracdes, a primeira delas é similar a dificuldade enfrentada
pelo homem anteriormente a sua aceitagao.

No contexto das dificuldades dos estudantes com os nimeros
inteiros relativos, Glaeser (1985) destaca que elas refletem aquelas que
foram averiguadas no seu desenvolvimento historico. Ele ressalta que o
processo de construcdo conceitual desses nimeros foi extremamente
lento, durou mais de 1500 anos. Nesse periodo, os matematicos tinham
uma compreensdo apenas parcial deles.

Glaeser (1985) assinala, ainda, que tal limitacdo se manifesta em
seis obstaculos epistemologicos: 1) Inaptiddo para manipular
guantidades isoladas; 2) Dificuldade em dar um sentido a quantidades
negativas isoladas; 3) Dificuldade em unificar a reta numérica; 4) A
ambiguidade dos dois zeros; 5) Estagnacdo no estagio das operagdes
concretas; 6) Desejo de um modelo unificador.

Como dito anteriormente, os PCNs também reconhecem que 0s
estudantes apresentam dificuldades na assimilagdo dos nlmeros inteiros.
No entanto, com a finalidade de alertar e auxiliar os professores na
elaboracdo de alternativas para o ensino, eles apontam alguns obstaculos
dos alunos em relacdo ao conceito, quais sejam: atribuir significado a
quantidades negativas; distinguir a existéncia dos nimeros em dois
sentidos a partir do zero; e reconhecer o zero como origem, pois trazem
a compreensao do zero apenas como absoluto (BRASIL, 1998).

Esse entendimento — zero absoluto, ou seja, que na reta ndo existe
antes dele nenhum outro nimero — também perdurou entre os
matematicos durante muito tempo, o que impediu de atribuir-lhe outro
significado: origem, isto é, com a pretensdo de marca-lo sobre um eixo
orientado (GLAESER, 1985).

Os obstaculos apontados pelos PCNs ndo sdo peculiaridades dos
estudantes brasileiros, pois, segundo Davydov (1982), decorrem do
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ensino de Matematica que inicia pelo nimero natural, com o significado
de quantidade, sem perspectiva de existéncia de nimero negativo. Traz
apenas a ideia da possibilidade de obtencéo da auséncia de quantidade: o
nada, o zero (ROSA, 2012). Esse entendimento prenuncia, aos
estudantes, a compreensao de que a representacdo dos nimeros, na reta,
S0 possivel em seu sentido positivo.

Uma nova sintese, nesse processo de problematizagdo do objeto
de pesquisa, é que o estudo do nimero inteiro relativo é marcado por
dificuldades e os resultados equivalentes a sua aprendizagem nao sado
satisfatérios. Os estudantes se confrontam com obstaculos peculiares ao
conceito, decorrentes de um modo de organizagcdo do ensino que
privilegia o nimero natural com o significado de quantidade.

Essas apreensfes alimentaram-me, ainda mais, a necessidade de
estudar a organizacdo do ensino proposta por Davydov e seus
colaboradores no que concerne ao nimero inteiro relativo. No entanto,
uma anélise prévia dos livros correspondentes @ mencionada proposta de
ensino para o conceito, identifiquei que ela se volta ao estudo de um
contexto conceitual mais amplo: ndmero negativo. Isso ocorre pelo
referido pressuposto davydoviano de ensino dos nameros reais, desde o
primeiro ano escolar. Significa dizer que, a relagdo entre grandezas
como base genética faz com que o resultado da medicdo seja: um
ndmero inteiro, se a grandeza unidade cabe uma quantidade inteira de
vez na grandeza a ser medida; um namero fracionario se couber parte
ndo inteira de vez; e irracional em caso de incomensurabilidade. Ao
abarcar todas essas singularidades, o estudo dos nimeros reais requer a
apropriacdo de duplo significado: positivo e negativo. Portanto, ndo faz
sentido seguir uma sequéncia ao se tratar da relatividade numérica,
como orientam a PCSC e os PCNs: iniciar pelo inteiro relativo.

Uma vez que a proposta de Davydov tem como alvo os nimeros
positivos do primeiro a quinto ano, entdo, no sexto ano escolar
apresenta-se 0 ensino dos ndmeros negativos. Eis a razdo de sua
centralidade no presente estudo.

Mesmo assim, ainda vale questionar: por que 0 modo
davydoviano de ensino propde o estudo dos niimeros negativos ao invés
do inteiro relativo que também engloba o negativo?

O argumento para tal énfase é que:

O sistema dos nimeros reais é sintese do processo
histérico do desenvolvimento do conceito de
nimero composto por particularidades (as
diferentes unidades de medidas) e singularidades
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(os numeros naturais, inteiros, racionais e
irracionais). (ROSA, 2012, p. 138).

Em termos pedagdgicos e de elaboragdo conceitual, Davidov
(1988, p. 193) diz que “a assimilagdo dos conhecimentos que tem um
carater geral e abstrato precede a familiarizacdo dos alunos com
conhecimentos mais particulares e concretos [...]".

Desse modo, 0s nimeros inteiros relativos se configuram como
um conhecimento mais particular em relagdo aos negativos que possuem
um carater geral. Como o estudo do conceito de nimero, no modo
davydoviano de ensino, se inicia com o nimero real e ndo com o
natural, o mesmo principio é adotado: em vez da especificidade de
inteiro relativo, ele trata de nimero negativo.

Mas, por que Davydov propde que o ensino da Mateméatica ndo
sO inicie com a ideia de nimero real, mas também perdure por todo o
processo escolar? Se esta proposta rompe com aquilo sacramentado
como o normal — iniciar com 0s naturais —, entdo por que 0s nimeros
negativos s6 recebem um tratamento efetivo no sexto ano (que
corresponde ao sétimo ano no sistema escolar brasileiro) como também
é proposto nos PCNSs e na Proposta Curricular de Santa Catarina?

Esses questionamentos remeteram-me a um aprofundamento das
obras de Davydov e outros classicos da Teoria Histérico-Cultural, cujos
pressupostos e desdobramentos para o ensino tratarei no capitulo 2. No
entanto, para anunciar o tratamento das questdes anteriores que
subsidiardo as delimitagdes necessarias ao objeto e ao problema desta
pesquisa, vale reafirmar que Davydov adere ao chamamento de Vigotski
de que a educagdo e o ensino sdo fundamentos para o desenvolvimento
das funcbes psiquicas superiores. Portanto, é adepto e um dos principais
estudiosos do ensino desenvolvimental (LIBANEO; FREITAS, 2013).
Porém, para tanto, ele adota outra referéncia vigotskiana que fora
aprofundada por Leontiev, a teoria da atividade. Esta traz como
pressuposto que o individuo se constitui como humano, isto é, forma a
sua consciéncia e personalidade pela atividade. Leontiev (2004)
compreende — como também admite Davidov (1988) — que o
desenvolvimento de um individuo humano ocorre por estagios
caracterizados por trés atividades principais: 0 jogo, o estudo e o
trabalho.

Portanto, esses sdo alguns dos pressupostos da base teorica da
proposicdo davydoviana para o ensino da Matematica que, em termos
conceituais numéricos, prioriza a ideia de namero real e, por extensao,
0s negativos. Ensino este que se efetiva com a premissa de que a escola
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¢ espaco em que o estudante esteja em atividade de estudo. Davidov
(1985, p. 89, grifos do autor) reconhece que “[...] somente no estudo 0
objetivo fundamental e o principal resultado da atividade é a
assimilagdo dos conhecimentos cientificos e das habilidades
correspondentes.”.

No entanto, vale destacar que o estudante somente assimila algum
conceito na atividade de estudo, de acordo com Davidov e Slobddchikov
(1991), quando ele experimenta uma necessidade interna e uma
motivacao para tal. Para esses autores, sdo as necessidades e 0s motivos
de estudo que orientam os estudantes no processo de aquisi¢do do
conhecimento.

Davidov (1988) ressalta que somente o0 ingresso da crianga na
escola ndo garante que o estudante experimente a necessidade de
conhecimentos tedricos. A mencionada necessidade surge apenas no
processo “[...] de assimilacdo real dos conhecimentos tedricos
elementares durante a realizacdo conjunta com o professor das acdes de
estudo mais simples, dirigidas a solu¢do das correspondentes tarefas de
estudo.” (DAVIDOV, 1988, p. 178).

Aqui surge um novo elemento que aguca a problemética de
estudo, que traduzo nos seguintes questionamentos: em que momento e
circunstancias se constituem a(s) necessidade(s) para a atividade de
estudo? No processo de desenvolvimento da atividade de estudo surgem
necessidades especificas que se constituem em condi¢do a apropriacao
de um determinado conceito, como por exemplo, de nimero negativo?
Essas questdes serviram de base para especificar o objeto.

Vale observar que a Ultima citagio — antecedente aos
questionamentos do paragrafo anterior — é anunciativa dos primeiros
indicios da estrutura da organizacdo do ensino adotada por Davydov e
colaboradores que, a seguir, realco, mas serd completada e aprofundada
nos proximos capitulos: acOes e tarefas de estudo. E, novamente, outros
questionamentos sdo suscitados, agora mais pontuais: uma tarefa,
relativa a apropriacdo do ensino do conceito de nimero negativo, cria
necessidade para a formulacdo de outra? Em outras palavras, o que
determina a elaboracdo de uma nova tarefa a ser desenvolvida pelos
estudantes no processo de estudo dos nlmeros negativos? Os mesmos
questionamentos valem para as agdes.

O contexto dessa reflexdo — galgada em bases tedricas, que
propiciou o surgimento das diversas questdes — gerou a necessidade
particular de duas delimitacGes essenciais da presente investigacdo. A
primeira delas diz respeito ao objeto de estudo, que em meu
entendimento trata-se, como anunciado anteriormente, do modo
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davydoviano de organizacdo do ensino com foco para o conceito de
ndmero negativo. A segunda se refere ao problema de pesquisa, assim
definido: que necessidades se apresentam no ambito das atividades de
ensino e estudo, mais especificamente, no modo davydoviano de
organizacdo do ensino referente as tarefas particulares voltadas ao
conceito de ndmeros negativos? Em concernéncia, dedico-me ao
objetivo de investigar as necessidades inerentes ao processo
davydoviano de organizagdo do ensino alusivo ao conceito de nlmeros
negativos.

Mesmo assim, estabeleci elementos conceituais que me
permitissem na andlise do objeto, centrar-me neles e nas suas
articulagdes. Esse foco se explicita nas seguintes questdes norteadoras: o
que caracteriza o surgimento das necessidades peculiares na organizacéo
do ensino de nlimeros negativos? As necessidades inerentes ao modo
davydoviano de organizacdo do ensino dos niimeros negativos surgem
das relagGes internas ou essenciais constitutivas do referido conceito
matematico? Dado que na proposta indicada a relagdo entre as grandezas
é a base genética essencial do conceito tedrico de nimero, qual a sua
caracteristica na singularidade de negativo?

Essas questBes requerem atencdo particular, isto é, levam a
determinacdo de novos objetivos, os especificos:

1) Identificar e analisar as necessidades e suas caracteristicas de
ordem conceitual e pedagdgica que movem a determinacéo e elaboragédo
das tarefas peculiares ao ensino do conceito de niimero negativo.

2) Investigar o modo que a relagdo entre as grandezas — base
genética essencial do conceito tedrico de nimero — se apresenta na
singularidade numérica, negativo, e se manifesta nas tarefas a serem
desenvolvidas pelos estudantes.

A expectativa é de que no processo de exposicdo da investigacdo
se apresentem novas questBes, como também se produzam respostas —
ainda que provisérias — as questdes da pesquisa e norteadoras e,
também, as demais explicitadas na problematizacao.

Todos os objetivos apontados suscitam um modo de organizacao
da pesquisa, um método, para que eles sejam perseguidos e atingidos no
processo de investigacdo. Isso sera tratado na proxima secao.

1.1 O MODO DE ORGANIZACAO DA PESQUISA
Na presente secdo, o objetivo se volta a explicitacdo do modo de

organizacdo da pesquisa, cujo objeto se refere ao conceito de nimeros
negativos na proposicdo de ensino de Davydov e colaboradores. Vale
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destacar que a referida proposicdo de ensino se constitui como a
objetivacdo dos pressupostos da Teoria Historico-Cultural para o ensino.
Dentre outros, ressalto o desenvolvimento do pensamento teérico.

O processo de desenvolvimento da pesquisa teve por base 0s
préprios fundamentos da proposta de Davydov: materialismo histérico e
dialético. De acordo com Berbeshkina, Zerkin e Yakovlev (1986), o
Materialismo Historico é a ciéncia filosofica e sociologica que estuda as
leis mais gerais e as forcas motrizes do desenvolvimento da sociedade.
Por sua vez, o Materialismo Dialético, base filosofica do marxismo, se
volta as explicages Idgicas e racionais, tanto para os fendmenos da
natureza quanto da sociedade e do pensamento.

Além disso, procurei ser coerente com a logica das investigacdes
peculiares a psicologia pedagégica de base Historico-Cultural. Nesse
sentido recorri a Damazio (2006, p. 4) que assim expressa 0 seu
entendimento dos principios da pesquisa na referida perspectiva
psicolégica:

A Teoria Histérico-Cultural advoga por uma
abordagem metodoldgica com énfase aos aspectos
qualitativos em detrimento dos quantitativos,
preocupando-se em ir além da simples descri¢éo
da realidade estudada. O interesse é para 0 modo
de manifestagédo do problema e, a0 mesmo tempo,
numa acdo dialética, priorizar: a transformacéo
quantidade/qualidade, a interligagdo todo/partes,
explicagdo/compreensao e analise/sintese.

Trata-se, entdo, de um estudo numa perspectiva dialética, pois o
problema de pesquisa é tratado num movimento de ascensdo e
diferenciacdo dos varios nicleos do conceito de nimero negativo e das
necessidades emergentes no processo de elaboragdo das tarefas, que
levam o estudante ao desenvolvimento do pensamento desse conceito
matematico. Para tanto, houve um movimento entre abstracdes que se
apresentaram e careceram de compreensdes, isto €, um transito marcado
por idas e vindas em busca de entendimentos em nivel concreto de
pensamento (DAVYDOV, 1982). Por consequéncia do proprio objeto
de estudo, a atencdo voltou-se, também, a um dos principios do
materialismo histdrico e dialético, qual seja: a pratica social como ponto
de partida e chegada de todo processo investigativo. Neste caso, trata-se
do modo davydoviano de organizacdo do ensino para que os estudantes
desenvolvam o pensamento conceitual tedrico de nimero negativo.
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Por conseguinte, pelas caracteristicas apontadas, a presente
pesquisa € do tipo qualitativa e de natureza bibliografica, pois ela “[...] é
desenvolvida com base em material ja elaborado [...]” (GIL, 2002, p.
44). O mencionado material consiste em dois livros dirigidos ao sexto
ano escolar: o de orientagdo ao professor (TOPBOB et al., 2006) ¢ o
didatico do estudante (TOPBOB et al., 2007).

Ambos foram indispensiveis, pois o livro de orientagdo ao
professor contém informacGes detalhadas do conceito em
desenvolvimento e o seu conteldo, bem como os procedimentos
didaticos de cada uma das tarefas particulares, a serem realizadas pelos
estudantes. O livro didatico do estudante apresenta as tarefas
particulares, isto é, aquelas citadas no livro de orientacdo ao professor;
porém, serdo desenvolvidas pelos estudantes.

A adocdo dos dois livros do sexto ano como referéncia ndo
significa que eles foram tomados por completo. A andlise centrou-se em
apenas duas partes que, direta ou indiretamente, abordam o conceito de
nameros negativos. Uma delas se volta & grandeza de deslocamento, a
vetorial que, posteriormente, representa-se por um vetor, por se tratar da
origem do referido conceito. A segunda explicita as tarefas concernentes
ao conceito de nimero negativo, propriamente dito. No entanto, por
decisdo de delimitacdo, tomei somente aquelas que introduzem o
conceito em questdo. Isso quer dizer que o estudo ndo abrange todo o
sistema conceitual, pois as limitacGes do tempo para sua conclusdo
tornaram-se impeditivo para tamanha aspiracao.

Sendo assim, limitei-me & analise das tarefas e seus contextos de
necessidades que introduzem o conceito (vetor, sentido, direcgéo,
médulo, oposto, 0 zero, a relacdo positivo e negativo, a representacéo na
reta). Portanto, ndo tratemos das operacGes (adi¢do, subtragdo,
multiplicacdo, divisdo, potenciacao e radiciacao) e outros conceitos.

As duas partes referentes ao conceito em analise estdo assim
distribuidas no livro de orientacdo ao professor: as duas primeiras
secdes — ‘Caminhos e deslocamentos no plano’ e ‘Vetores nos planos’ —
do quinto capitulo, intitulado “Deslocamento e vetor”; a Ultima secdo do
quinto capitulo, com o titulo de ‘Trabalho inicial’, acrescida das duas
secBes do sexto capitulo, que tem como titulo “Ndmeros positivos e
negativos”. Cada uma dessas partes esta conectada com o também sexto
capitulo do livro didatico do estudante — “NUmeros positivos e
negativos” — do seguinte modo: a primeira, corresponde as tarefas
particulares que introduzem o deslocamento e depois 0 vetor, pois eles
sdo base para o estudo do numero negativo; a segunda, orienta as
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seguintes tarefas particulares: as trés iniciais do sexto capitulo, bem
como as referentes as duas primeiras se¢cdes do mesmo capitulo.

N&o é demais reafirmar que o nimero negativo, ideia central
tratada nesses capitulos, tem no conceito de vetor um de seus
fundamentos. Ele é o foco num capitulo precedente que traz tarefas
particulares dirigidas para o seu desenvolvimento pelos estudantes.
Estes, por decorréncia, apresentam as elaboracGes necessarias a
apropriacao do novo, isto é, nimero negativo.

As indicagfes metodoldgicas para 0 sexto ano escolar estdo
presentes em uma parte do livro de orientacdo ao professor, cujo
propdsito, de acordo com Top6os et al. (2006), é tratar do modo de
organizacdo do ensino e dos conceitos a serem apropriados pelos
estudantes no mencionado ano escolar.

As fontes originais, os dois livros mencionados, estdo escritos em
russo. Por isso, fez-se indispenséavel a tradugdo das partes concernentes
ao conceito de nimero negativo. Isso exigiu esforco e tempo, pois
assumi o desafio de fazer a primeira traducdo, mesmo sem 0 minimo
dominio da lingua russa. Para tanto, recorri a internet, utilizando-me da
ferramenta Google Tradutor, o que requereu, inclusive, a ado¢do de um
teclado virtual com o alfabeto e outros codigos linguisticos russos. Essa
iniciativa foi tomada por dois motivos. Um deles pelo conhecimento das
traducdes dos livros correspondentes ao primeiro e segundo anos,
adotados por outros pesquisadores do GPEMAHC em seus estudos, que
indicavam pistas da organizacdo dos livros e seus objetivos. O outro
motivo pela hipétese de que a atencdo concentrada na traducdo
contribuiria para a identificacdo de questbes essenciais, referentes ao
teor pedagdgico e conceitual das tarefas. Isso proporcionou-me
incertezas e desafios que exigiram releituras do texto e idas a outras
literaturas. Sem contar, ainda, que a ferramenta Google Tradutor nao
reconhecia muitas palavras e letras. Tais inconvenientes se
transformavam em possibilidades de suposi¢fes que se confirmavam ou
se desfaziam. Enfim, resultaram em aprendizagens.

Feito esse primeiro e extensivo exercicio de conhecimento da
base de analise do objeto de estudo, providenciei a traducdo oficial, com
o aval do GPEMAHC, das partes do conceito em estudo, do capitulo
que se refere a grandeza deslocamento e ao vetor e da parte sobre as
orientacdes metodoldgicas, especificamente do livro de orientacdo ao
professor. Tal tarefa foi realizada por Anastassia Bytsenko®, professora

®Possui graduacio em Biblioteconomia pela Universidade Estadual de Cultura
de Sdo Petersburgo - Russia (1996). Mestrado em Literatura e Cultura Russa
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de Lingua Russa. No entanto, a traducdo para o portugués dos capitulos
cinco e seis do livro didatico referentes as tarefas, por se tratar apenas de
enunciados, foi assumida por mim com o uso da ferramenta Google
Tradutor. Assumi tal responsabilidade porque tinha por base a parte
correspondente na tradugdo do livro de orientagéo ao professor.

O estudo articulado das duas traducdes sobre o objeto de pesquisa
forneceu subsidios para averiguar a insuficiéncia delas para a finalidade
deste trabalho. Isso porque eram frageis meus conhecimentos: 1) de
matematica, conforme a abordagem do conceito em estudo, uma vez que
se tratava, para mim, de algo incomum; 2) do modo de organizacdo do
estudo da referida proposicao de ensino, o que implicou a necesséria ida
aos livros dos primeiros anos escolares, a fim de estudar o
desenvolvimento de outros conceitos como, por exemplo, nimero e as
operagdes de adi¢do, subtragdo, multiplicacéo e diviséo.

Preocupado com o entendimento dos nimeros negativos, recorri a
trés tipos de referenciais, a seguir indicados. 1) Fundamentos da
proposicao davydoviana — Davydov (1982); Davidov (1985); Davidov
(1987); Davidov e Markova (1987); Davidov (1988); Davidov e
Slobddchikov (1991); Davydov (1998) — com énfase no ensino da
Matematica. 2) Fundamentos matematicos, cuja referéncia foram as
obras dos seguintes autores: Caraga (1957 e 2010); Costa (1981); Loreto
e Loreto Junior (2014); Winterle (2000); Lima (1999) e Lima et al.
(2006). 3) Estudos realizados sobre a proposi¢do davydoviana de ensino
para 0s primeiros anos escolares: Rosa (2012); Rosa e Damazio (2012);
Madeira (2012); Rosa, Damazio e Alves (2013); Souza (2013); Rosa,
Damazio e Crestani (2014); Rosa, Damazio e Silveira (2014); Hobold
(2014); Mame (2015), entre outros.

Ressalto que o entendimento das tarefas particulares do livro
didatico articulado com as suas orientacBes passa pelo processo de
estudo dos fundamentos da proposigdo davydoviana, bem como dos
fundamentos matematicos e dos conceitos referentes aos primeiros anos
escolares. Essa compreensdo auxiliou na investigacdo das necessidades
que se apresentam numa tarefa particular para a criacdo da seguinte, em
todas aquelas que dizem respeito ao objeto de estudo. Em outras
palavras, 0 que move a elaboracdo de uma nova tarefa para ser
desenvolvida pelos estudantes no processo de apropriagdo das acles e
significacdes do conceito tedrico de nimero negativo.

pela Universidade de So Paulo (2006), Doutorado em Literatura e Cultura
Russa pela Universidade de Séo Paulo (2012).
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Nesse contexto de movimento — entre a base de anélise, o
fundamento tedrico historico-cultural e sua literatura — destaco duas
categorias de analise: 1) as necessidades de ordem conceitual e 2) as
necessidades pedagdgicas. As primeiras aludem as significagcdes
pertinentes ao conceito de nimero negativo; as segundas se referem as
peculiaridades do processo de organizacdo do ensino do conceito
matematico em foco.

A aquisicdo dos resultados sobre os nGmeros negativos teve
inicio com o estudo das tarefas particulares e de suas orienta¢cbes. Como
decorréncia, foram obtidas as primeiras elaboragfes a respeito do
conceito de numeros negativos. Contudo, elas se apresentaram nao
como a compreensdo plena das tarefas, mas deram indicios para o
direcionamento do seu entendimento, com base nas suas orientacfes. O
pensamento conceitual sobre o objeto de estudo estava envolto por duas
situacBes que delineavam o seu movimento e desenvolvimento: um
concreto cadtico em processo de redugdo as abstragdes que
necessitavam ascender ao concreto pensado (DAVIDOV, 1988).

A partir de tal direcionamento, isto é, do que propde a tarefa,
busquei os fundamentos da proposi¢do davydoviana e da matematica.
Além disso, sempre que necessario, recorri aos estudos realizados sobre
0s conceitos dos primeiros anos escolares. Isso me possibilitou a
compreensdo dos conceitos apropriados pelos estudantes e sua base ou
meio para a apropriacdo de novos conceitos. Tais buscas permitiram
realizar o movimento de novas consultas aos fundamentos da proposicédo
davydoviana e matematicos, como também o retorno as tarefas
particulares e suas orientacfes. Esse processo de insercdo, isolamento e
retorno a literatura e aos textos da analise permitiu novos entendimentos
e desconstrucdo de outros considerados como equivocados.

Vale reafirmar que o processo de andlise das tarefas particulares
foi movido pela identificacdo das necessidades de ordem didatica e
conceitual que as determinam. Isso ocorre em dois momentos: um que
trata do desenvolvimento do conceito de niimero negativo; outro em sua
introducdo na reta numérica. Em sintese, preocupei-me em analisar o
surgimento das caréncias e suas supera¢fes por meio de elaboracdes de
tarefas particulares imprescindiveis ao ensino desenvolvimental
referentes ao estudo do nimero negativo.

A investigacdo sobre as necessidades, categorias de andlise, é
apresentada no terceiro capitulo, antecedido pelo capitulo, a seguir, que
trata das bases da proposi¢do davydoviana.
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2 BASES DA PROPOSTA DAVYDOVIANA: CONTEXTOS E
CARACTERISITICAS

No presente capitulo, a preocupacdo volta-se para o que
considero novo pensamento pedagdgico, a proposta de ensino de
Davydov e sua equipe de colaboradores. Esta divido em duas se¢des. Na
primeira — contexto — a referéncia € o ambiente social e politico no qual
se insere a proposta e as finalidades a que se propGe. Na segunda —
caracteristicas — se explicitam os seus fundamentos e principios, bem
como se apontam as principais considera¢cBes sobre o modo de
organizacao do ensino de Matematica.

2.1 CONTEXTO SOCIO-POLITICO DA PROPOSTA DE DAVYDOV
E SUAS FINALIDADES

De acordo com Fiorentini (1995), toda educag&o e suas propostas
ndo estdo imunes a influéncias de teor ideoldgico. H4 sempre uma
intencionalidade de cunho social que atende & premissa: se educa para
conservar ou produzir uma determinada ordem social. A proposta
davydoviana ndo foge a regra, pois se insere no ambito das
preocupacdes de prover o estudante soviético de uma educacao coerente
com os principios de uma sociedade socialista.

Com a Revolugdo Socialista de Outubro, na Unido das
Republicas Soviéticas Socialistas — URSS —, em 1917, pretendia-se a
formacdo de uma nova sociedade que, a0 mesmo tempo, correspondia
também a um novo individuo. Nesse sentido, vale ressaltar o
pressuposto de Davidov e Slobddchikov (1991) de que a escola e a
sociedade sdo indivisiveis, isto €, a sociedade vive e se desenvolve
conforme aprende que, por sua vez, ocorre tal como quer viver. Por
decorréncia, uma nova sociedade demanda uma nova escola.

Essa compreensdo esta de acordo com a tarefa primordial da
Revolugdo que consistia na ““[...] formagdo do homem novo e da escola
nova que iria educar esse homem que viveria na nova sociedade
socialista.” (PRESTES; TUNES; NASCIMENTO, 2013, p. 55).

Nesse contexto, Galperin, Zapordzhets e Elkonin (1987)
destacam que, apds a Revolucdo de Outubro na URSS, realiza-se nessas
replblicas um grande esfor¢o para reconstruir a pedagogia, visto que o0s
seus avancos, até entdo, eram considerados insuficientes para a
resolucdo das novas tarefas atribuidas a ela pelo Partido e pelo Governo.

Dentre os obstaculos para a reconstrucdo da pedagogia, em
especifico dos seus programas e métodos para o ensino, Galperin,
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Zaporozhets e Elkonin (1987) ressaltam que o dificil eram as
concepcdes sensualistas vulgares que, de alguma forma, ndo
compreendiam a diferenca entre a aprendizagem do animal e a do
homem.

O entendimento dessa diferenca s6 foi possivel a partir das
investigagbes de Vygotski, Leontiev e outros cientistas soviéticos. Os
resultados explicitaram que a aprendizagem do animal acontece com a
sua adaptacdo as condigdes de existéncia. No homem, ela ocorre por
meio da assimilacdo da experiéncia social, acumulada pelas precedentes
geracdes (GALPERIN; ZAPOROZHETS; ELKONIN, 1987).

Tal insuficiéncia na pedagogia levou a necessidade de
compreensdo de que o processo de assimilagdo da experiéncia social se
constituiria a partir de novos dados cientificos e sobre as leis
psicoldgicas deste processo. O entendimento era de que essas leis
contribuiriam no momento em que fosse discutido o contelido e o
método para a organizagdo dos novos programas de ensino
(GALPERIN; ZAPOROZHETS; ELKONIN, 1987).

Essas preocupacdes sdo insistentes, pois estdo atreladas ao
rompimento de um tipo de vida fundamentado num determinado modo
de relagbes econdmicas para dar lugar a outro com bases antagbnicas.
Ou seja, trata-se da formacdo da nova sociedade, que pressupde uma
organizacdo do ensino escolar, cuja esséncia incide no desenvolvimento
psiquico do individuo, de modo que satisfaca as qualidades almejadas
para a nova sociedade na URSS, a socialista.

Por se inserir no contexto revolucionario soviético, a proposta
tem uma base filos6fica marxista: 0 materialismo histérico e dialético.
Nesse sentido, vale questionar: 0 que essa base tedrica entende por
desenvolvimento? Quais suas premissas?

YEmbora na presente dissertagdio ndo tenha uma Secdo que trate dos
pressupostos dessa matriz tedrica, vale indicar que Davydov (1982) e Davidov
(1988) faz uma analise de suas principais teses, quais sejam: a atividade pratica
como base do pensamento humano; o ideal como reflexo do objeto; a
especificidade da sensibilidade humana; particularidades do pensamento
empirico; o contelido especifico do pensamento teérico; a modelagdo como
meio do pensamento cientifico; o sensorial e o racional no pensamento; 0
procedimento da ascensdo do abstrato ao concreto; particularidades da
generalizagdo substantiva e do pensamento tedrico. Além disso, os seguintes
estudiosos tratam sobre 0 método materialista historico e dialético: Afanasiev
(1968), Cheptulin (2004), Kopnin (1978), Kosik e Toribio (1995), Lefebvre
(1991) e Rosental e Straks (1965).
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Tais questionamentos remetem ao consenso de Leontiev e
Davydov — fundamentados na teoria marxista — de que a atividade ¢é a
responsavel pelo desenvolvimento psiquico do ser humano.

De acordo com Leontiev (2010), o que determina as fases do
desenvolvimento humano é o lugar que o individuo ocupa nas relagdes
sociais produzidas historicamente. Entende que esse desenvolvimento se
caracteriza marcadamente pelos seguintes estagios: o periodo pré-
escolar, o ingresso na escola, o da escola secundaria e o do trabalho.
Cada um desses estagios possui como indicativo a ocupagdo da crianca
em diferentes lugares no sistema das relagdes sociais, que é o primeiro
fato a ser observado ao se buscar uma resposta para as forcas condutoras
no desenvolvimento da psique (LEONTIEV, 2010).

Mas, para Leontiev (2010), o lugar ocupado pela crianga no
sistema das relagdes sociais ndo pode ser tomado como o Unico fator
responsavel para determinar o seu desenvolvimento, pois apenas permite
a identificacdo do estagio alcangado pelo individuo. O “que determina o
desenvolvimento da psique da crianga é sua propria vida e o
desenvolvimento dos processos reais desta vida” (LEONTIEV, 2010, p.
63). Ou seja, trata-se do desenvolvimento das diferentes atividades.

E importante assinalar que a vida do ser humano ndo é
caracterizada por uma sequéncia linear desses estagios e, em cada um
deles, faz parte somente uma atividade bem como, ao se passar para
outro, a anterior ndo se faz presente. Leontiev (2010) afirma que
algumas atividades sdo as principais em certos estagios e, com isso, sdo
da maior importancia para o desenvolvimento psiquico. Porém, os
outros tipos de atividade ndo sdo negados e ocupam um dominio
secundario.

Na pré-escola, por exemplo, a atividade principal da crianca é o
jogo, que muda com o seu ingresso na escola, com o predominio do
estudo. Tal mudanca na atividade principal significa que o jogo até
entdo cumpria o papel essencial em seu desenvolvimento, porém deixa
de ser prioritario, mas ainda continua sendo importante em sua vida,
secundariamente (DAVIDOV, 1985).

Leontiev (2010, p. 63) entende que ha uma “[...] dependéncia do
desenvolvimento psiquico em relacdo a atividade principal e ndo a
atividade em geral”. Reafirma, entdo, que cada estagio do
desenvolvimento humano se caracteriza por um tipo de atividade
principal. Assim, no estagio pré-escolar, a atividade principal é o jogo;
com o ingresso na escola e na escola secundaria é o estudo e, por fim, no
periodo adulto é o proprio trabalho. Na URSS as atividades principais,
conforme Leontiev (2010), eram o jogo, o estudo e o trabalho.
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Dentre as atividades principais que sdo responsaveis pelo
desenvolvimento psiquico do ser humano, destaquei a de estudo como
foco da presente pesquisa. Por isso, apresentarei algumas de suas
caracteristicas na subsecdo a seguir, e a se¢do subsequente serd a
dedicada aos pressupostos referentes a0 modo de organizacdo do ensino
concernente & referida atividade.

2.1.1 A Atividade de Estudo

Nesta se¢do focalizo a atividade de estudo, uma vez que € para o
seu desenvolvimento, no contexto escolar, que se voltam as
preocupacdes referente & organizagdo de ensino. As investigagdes de
Davydov sobre o processo de formagdo da atividade de estudo tiveram
inicio no final dos anos 1950. Inicialmente, debrugou-se na analise do
que ele denomina de defeitos do ensino priméario. Como consequéncia,
formulou a hipdtese de que existem grandes reservas nas possibilidades
cognoscitivas dos estudantes dos anos iniciais (DAVIDOV;
MARKOVA, 1987).

Por decorréncia, estruturou um ciclo de programas experimentais
para a escola primaria, por meio de novos principios psicolégicos. A
Mateméatica e a Lingua Russa foram algumas das disciplinas
organizadas para o referido estudo. Desde o inicio, os resultados
alcancados apontaram para a obtengdo de provas referentes as grandes
possibilidades cognoscitivas e as particularidades da formacdo do
pensamento tedrico, nos estudantes (DAVIDOV; MARKOVA, 1987).

Shepel (2014) considera que as investigagbes com maior
intensidade e extremo rigor cientifico sobre a atividade de estudo foram
desenvolvidas, sob a lideranca de Davydov, em duas escolas
experimentais: a PS 91, em Moscou, e a PS 17, em Kharkov, na
Ucrénia. Sistematicamente, esses estudos ocorreram entre as décadas de
1960 e 1980, voltados para o Ensino Fundamental. No que corresponde
ao periodo do 6° ao 9° ano do ensino brasileiro, os estudos e interesses
continuos para tal s6 ocorreram a partir da década de 1980 (SHEPEL,
2014).

Uma contribuicdo impar para os resultados alcancados
anteriormente ocorreu com os estudos — por durante vinte e cinco anos
(1959-1984) — de Davydov e seus colaboradores. Dentre os objetivos,
destaca-se 0 de determinar o conteldo e a estrutura da atividade de
estudo (DAVIDOV, 1988).

Os resultados dessas pesquisas se apresentam em diversos textos.
Em Davidov (1985) e em Davidov e Markova (1987), ha indicacdo de
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que a atividade de estudo tem como “contetdo os conceitos cientificos”
e a estrutura € composta por tarefas de estudo, acdes de estudos, acdo de
controle e avaliacdo. Contudo, em Davidov (1988), bem como em
Davidov e Slobddchikov (1991) o “conteddo consiste nos
conhecimentos tedricos” e a ‘estrutura se compde de necessidades,
motivos, tarefas, acfes e operagfes’. No entanto, em Davydov (1998)
aparece outra nomenclatura, “atividade de aprendizagem” que, de modo
implicito, traz como sendo o seu conteildo, 0s conhecimentos tedricos e,
de forma explicita, a sua estrutura: necessidades, motivacoes,
problemas, acdes e operagdes de aprendizagem.

A partir da explicitacdo dos resultados dos estudos de Davydov e
colaboradores, vale destacar que em seus textos Davidov (1985);
Davidov e Markova (1987); Davidov (1988); Davidov e Slobddchikov
(1991) e Davydov (1998) percebe-se que aparecem duas estruturas da
atividade de estudo, conforme consta no paréagrafo anterior.

Dentre todos os textos mencionados, Davidov (1988) é o que
mais detalhadamente apresenta o conteldo e a estrutura da atividade.
Como parte da especificidade desse texto, ha um exemplo com uma
tarefa e seis acOes de estudo a serem empregadas na formagdo do
conceito de nimero.

A preocupacdo, nas investigacbes de Davydov, é com a
organizagao de um ensino que cumpra a finalidade de realmente colocar
0 estudante em atividade de estudo. Tem, pois, como objetivo
fundamental e o principal resultado a atingir a assimilagdo dos
conhecimentos cientificos, como condi¢do para o desenvolvimento do
pensamento tedrico. Em outras palavras, Davidov (1985) considera que
atividade de estudo tem um contelido extremamente peculiar qual seja:
0s conceitos cientificos, as leis da ciéncia, bem como os modos gerais
de resolver problemas da vida cotidiana.

Essa peculiaridade ndo é exclusividade da atividade de estudo,
mas se apresenta no jogo e trabalho, que também séo responsaveis pelo
desenvolvimento psiquico do ser humano. Porém, a assimilacdo cumpre
0 papel de um produto acessorio. Isso porque cada uma delas apresenta
sua especificidade. No jogo, a crianga se propde a cumprir o papel que
Ihe é designado e, por isso, a assimilacdo das normas de conduta s6
acompanha a satisfacdo de seu desejo fundamental. No trabalho, seu
objetivo principal é a construcdo de objetos, que requer a aquisicdo de
habilidades por meio da assimilacdo, por consequéncia de algo
necessario a construir (DAVIDOV, 1985).

A importancia de compreensdo da essencialidade da assimilacdo
na atividade de estudo se justifica porque nela estabelecem “[...] as
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condicBes para a sua plena realizagdo, criadas somente na escola, onde
se ensina as criancas os fundamentos da ciéncia e se forma nelas a
concepgio cientifica de mundo.” (DAVIDOV, 1985, p. 89).

Mas qual o significado de assimilagido? De acordo com Davidov e
Markova (1987, p. 321):

[...] é o processo de reproducéo, pelo individuo,
dos procedimentos historicamente formados de
transformacdo dos objetos da realidade
circundante, dos tipos de relagdo em direcdo a eles
e 0 processo de conversdo desses padroes,
socialmente  elaborados, em formas da
«subjetividade» individual.

Portanto, a assimilacdo € processo de compreensdo, pelo
individuo, da experiéncia socialmente elaborada em suas maltiplas
determinacGes. N&o se trata, entdo, apenas de um ou outro aspecto de
uma dada realidade, mas da sua génese e desenvolvimento. Com base
nesse entendimento, Davidov e Markova (1987) destacam que a
atividade de estudo estd correlacionada com outros conceitos, dentre
eles desenvolvimento e ensino.

O desenvolvimento, para Davidov e Markova (1987, p. 321), “se
realiza por meio da assimilacdo (apropriagdo) pelo individuo da
experiéncia histérico-social”*, isto é, dos conhecimentos produzidos
historicamente pelo homem. Entendem por ensino “o sistema de
organizacgdo e 0s meios em que se transmite ao individuo a experiéncia
socialmente elaborada [...]” (DAVIDOV; MARKOVA, p. 322).

Por essa razéo, no ensino, se revela a organizacdo e estruturacdo
da experiéncia socialmente elaborada pela humanidade para que ela seja
assimilada pelo estudante. Uma analise da estruturacdo do ensino para
tal finalidade ndo é simples e nem pode ser superficial, mas é algo
complexo ao se admitir que o modo pelo qual se organiza o ensino — a
determinacdo do contelido e de um método — é que proporciona o tipo
de desenvolvimento psiquico no estudante.

Davidov e Slobodchikov (1991) compreendem a atividade de
estudo a partir da sua origem historica por requerer uma organizagédo
plena no contexto escolar, isto é, a estruturacdo de tal modo do ensino

Ao lado da palavra assimilacéo, em Davidov e Markova (1987), aparece, entre
parénteses, (apropriacdo). A partir dessa verificacdo, entendo que, para 0s
autores, a assimilacdo e a apropriacdo possuem significados similares.
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que possibilite a assimilacdo dos conhecimentos cientificos. A
referéncia a origem histdrica se constitui numa forma de evidenciar e
evitar equivocos, uma vez que houve prolongados periodos em que a
permanéncia do aluno na aula ndo era a garantia de que ele estivesse em
atividade de estudo.

Davidov e Slobddchikov (1991) preocupam-se com uma
organizacao correta do ensino, a fim de que as criangas nao so estejam
em aula, mas efetivamente em atividade de estudo, ou seja, que elas
assimilem e dominem os conhecimentos cientificos. A organizacéo
correta da atividade de estudo s6 ocorre quando se estrutura 0 processo
didatico e educativo em conformidade com a necessidade dos estudantes
e para o dominio, por eles, das riquezas espirituais peculiares as pessoas:
a capacidade da comunicagdo, os valores morais e as normas juridicas.
Para tanto, eles consideram a necessidade como sendo a sua
componente fundamental®, isto ¢, sem ela a atividade néo existe. Além
disso, sua auséncia inviabiliza que os estudantes entrem em sua peculiar
atividade.

Por conseguinte, o conceito de necessidade se vincula ao de
atividade. Talizina (2000, p. 58) considera “[...] as necessidades como
causa de qualquer atividade [...]”. Em outras palavras: “A atividade do
sujeito sempre corresponde a alguma necessidade e se dirige para um
objeto que pode satisfazer essa necessidade” (TALIZINA, 2000, p. 55).
A autora acrescenta: o estudante sem necessidade cognoscitiva nédo
estuda; ou até pode ocorrer que estude, mas por outra necessidade.

Davidov (1988) considera que a necessidade de estudo tem
origem na etapa anterior, em especifico, no fim do periodo pré-escolar.
Neste, sdo geradas as suas premissas por meio dos jogos de papéis, que
contribuem para a formacdo da imaginacdo e da funcdo simbdlica.
Ambas as caracteristicas, de acordo com Davidov (1985), constituem-se
em aspectos basicos na preparacao da crianca para a escola.

Antes mesmo de frequentar a escola, conforme Davidov (1985), a
crianca se acostuma com a ideia de que é necessario estudar, pois o
estudo subsidiara na tomada de decisdo sobre sua real pretensdo, ja ndo
mais como nos jogos de papéis — aviador, cozinheiro, motorista.

Desse modo, o conhecimento passa a ter outro sentido para a
crianca, a saber: algo que tem significado e valor social. Surge e
manifesta-lhe a curiosidade e o0 interesse tedrico para o que esta ao seu
redor. Tal interesse se torna o requisito basico para a aprendizagem,

para Elkonin, citado por Davidov e Markova (1987), a célula da atividade de
estudo é a tarefa de estudo, que também é admitida por Davidov (1988).
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formado em decorréncia de todo o sistema de sua vida pré-escolar, no
ambito da atividade ladica intensa (DAVIDOV, 1985).

Davidov (1988) diz que os jogos de papéis — antecedentes a
atividade de estudo — contribuem para o surgimento dos interesses
cognoscitivos nas criancas, porém, ndo as satisfazem completamente.
S3o eles os responsaveis por atuarem “[...] como premissas psicolégicas
para que na crianga surja a necessidade de assimilar conhecimentos
tedricos” (DAVIDOV, 1988, p. 178). Com isso, os conhecimentos até
entdo suficientes, aos poucos ndo mais satisfazem as criangas. Em outras
palavras, Davidov (1988, p. 178) diz que progressivamente, ao se
aproximarem do fim da pré-escola, as criancas “[...] come¢am a
necessitar de fontes mais amplas de conhecimento do que aquelas
oferecidas pela vida cotidiana e o jogo.”.

Portanto, a atividade do jogo, no fim da pré-escola, é que
promove a criacdo dos interesses cognoscitivos, porém nado os satisfaz.
Isso ocorrerd, segundo Davidov (1988, p. 178), na proxima atividade
principal, o estudo, “[...] a qual oferece um rico material para satisfazer
seus interesses  cognoscitivos”, formados no periodo de
desenvolvimento marcado pelo jogo.

Isso remete a organizacdo correta da atividade de estudo —
estruturacdo do processo didatico e educativo — com base na necessidade
de estudo das criancas, ou seja, assimilacdo de conhecimento que
satisfaca 0s interesses cognoscitivos criados no jogo, mas ainda néo
atendidos. Davidov (1988) considera como ‘rico material’ os
conhecimentos tedricos que, além de ‘conteido’ é também a
‘necessidade’ da atividade de estudo.

O conhecimento tedrico como a ‘necessidade’ premente da
atividade de estudo, traz como condi¢do que a crianca, desde o inicio,
experimente real e mentalmente operagGes com um ou outro objeto, cuja
finalidade consiste em separar 0s aspectos gerais essenciais e
particulares externos, além disso, as suas inter-relagdes. Em seguida,
envolver-se em um contexto de representacGes e modelagBes préprias
dos conceitos (DAVIDOV; SLOBODCHIKOV, 1991).

Vale lembrar que apenas a presenca da crianga na escola nédo
permite a afirmacdo de que ela esteja diante de tal necessidade e,
consequentemente, em atividade de estudo. Davidov (1988) diz que tal
necessidade sO se apresenta a partir da organizacdo do ensino que,
segundo ele, se constitui de cumprimento das tarefas de estudo, que
requerem determinadas acdes de estudo, desenvolvidas por meio de
tarefas particulares e operacdes. Subjacente a essa estruturacdo esta o
conteuddo, isto é, o conhecimento tedrico.
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Davidov e Slobodchikov (1991) consideram que as tarefas de
estudo trazem outra condicdo para a organizacao correta da atividade de
estudo: a analise, pelos estudantes, das condicbes de origem dos
conhecimentos e o dominio dos procedimentos generalizadores de sua

obtencdo. Davidov (1988,

de estudo, aos estudantes:

p. 178-179) especifica as exigéncias da tarefa

1) a andlise do material fatico com o fim de
descobrir certa relacdo geral que apresenta uma
vinculagdo sujeita a lei com as diferentes
manifestacdes deste material, isto é, a construcio
da abstracdo e da generalizacdo substanciais; 2) a
deducdo, sobre a base da abstracdo e
generalizacdo, das relagcBes particulares do
material dado e sua unido (sintese) em certo
objeto integral, isto é, a construcdo de sua ‘célula’
e do objeto mental concreto; 3) o dominio, nesse
processo analitico-sincrético, do procedimento
geral da construcdo do objeto estudado.

Especificamente na estruturacdo do ensino da Matematica para 0s
anos iniciais do ensino escolar, Davidov (1988, p. 209) define um
sistema de tarefas de estudos constituido por:

1) introducdo dos alunos na esfera das relacbes
entre grandezas: formagdo do conceito abstrato de
grandeza matematica;

2) demonstracdo, para as criancas, da relacdo
multipla das grandezas como forma geral do
nimero: formacédo do conceito abstrato de nimero
e da compreensdo da inter-relacdo fundamental
entre seus componentes (o nimero é derivado da
relacdo multipla das grandezas);

3) introducdo sucessiva dos estudantes na area dos
diferentes tipos particulares de nimeros (naturais,
quebrados, negativos): formacdo dos conceitos
sobre estes nimeros como uma das manifestacdes
da relagdo multipla geral das grandezas em
determinadas condicfes concretas;

4) demonstracdo aos alunos do carater univoco da
estrutura da operagcdo matematica (se se conhece 0
valor dos elementos da operacdo se pode
determinar univocamente o valor do terceiro
elemento): formacdo da compreensdo sobre a
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inter-relacdo dos elementos das agfes aritméticas
fundamentais.

Com base no estudo das proposices de ensino de Davydov e
seus colaboradores para os anos iniciais do estudo escolar, Hobold
(2014) destaca trés tarefas de estudo. A primeira se refere ao conceito de
namero, a segunda diz respeito aos conceitos de adicéo e subtracdo e a
terceira vincula-se aos conceitos de multiplicacéo e diviséo.

De modo geral, Davydov (1982) considera como tarefa de estudo
para o Ensino Fundamental, em relagcdo a matematica: que o aluno tenha
uma compreensao circunstanciada de nimero e suas operacdes como
relacdo entre grandezas, isto é, em nivel tedrico, no campo dos nlmeros
reais. Cada uma das tarefas de estudo é resolvida, pelos estudantes, por
meio de seis a¢Bes de estudo:

transformacdo dos dados da tarefa com o fim de
revelar a relagdo universal do objeto de estudo;
modelagcdo da relagdo diferenciada em forma
objetal, grafica ou por meio de letras;
transformagao do modelo da relagdo para estudar
suas propriedades em ‘forma pura’;

construgdo do sistema de tarefas particulares para
resolver por um procedimento geral;

controle sobre o cumprimento das acgdes
anteriores;

avaliacdo da assimilacdo do procedimento geral
como resultqdo da solucdo da tarefa de estudo
dada. (DAVIDOV, 1988, p. 181).

As acdes de estudo sdo desenvolvidas por um conjunto de tarefas
particulares, que serd explicitado no terceiro capitulo, referente ao
ensino do conceito de nimero negativo.

2.2 CARACTERISTICAS DO NOVO PENSAMENTO
PEDAGOGICO PARA A ATIVIDADE DE ESTUDO

No entdo contexto soviético, a formacdo do novo homem com
pensamento  socialista, conforme compreendem Davidov e
Sloboédchikov (1991), conclamava que, na escola, fosse introduzido um
novo pensamento pedagoégico, com foco para o desenvolvimento do ser
humano. Em especifico, a conversdo do ensino em fator eficiente para a
formacdo da personalidade e da sociedade. Para esse fim, os autores
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consideram que os objetivos do ensino primassem pela possibilidade de
prover os estudantes de: uma posicao civica consciente; preparacao para
a vida, o trabalho; criatividade social para a participacdo na autogestao
democrética e a responsabilidade pelo destino do pais e da civilizac&o.

Davidov e Slobddchikov (1991) destacam algumas caracteristicas
essenciais da referida pedagogia. Primeiramente, demanda uma
organizacgao do ensino que se dirija a formacdo, nos estudantes, de uma
personalidade criativa e da individualidade de cada um deles, sem
desconsiderar suas vontades e suas aspira¢des de vida.

Outra caracteristica é a prioridade ao desenvolvimento harménico
do homem, porém contra as tecnologias de ensino e os meios de
adaptagdo formal & sociedade que permitem somente a formacdo para
profissdo, um funcionéario. Além disso, formar nos estudantes as
propriedades da personalidade, tais como o coletivismo e a
solidariedade, o companheirismo e a civilidade, entre outras
(DAVIDOV; SLOBODCHIKOV, 1991).

Trata-se, pois, de uma educacdo harmonica fundamentada na
premissa de inser¢do dos individuos nas seguintes atividades: jogo,
estudo, artistica, trabalho, esportiva e social organizativa. S&o elas que
proporcionam a formacdo das diferentes capacidades humanas,
indispensaveis a realizacdo das agdes conscientes em situacOes
inesperadas (DAVIDOV; SLOBODCHIKOV, 1991).

Para Davidov e Slobdédchikov (1991), a terceira caracteristica da
nova pedagogia diz respeito a afirmacdo da premissa do trabalho do
ensino, fundamentada em dois principios. O primeiro tende a
familiarizacdo criadora e ativa na relagdo do homem com o mundo, que
tem por base a atividade do trabalho. Isso pressupfe o emprego dos
métodos ativos de educacdo e ensino que revelem — as geracdes em
formacdo — a origem das distintas formas de trabalho. O segundo
estabelece a necessaria unido, em certa idade do estudante e nivel de
escolaridade, do ensino com o trabalho produtivo®® em suas formas
contemporaneas.

30 trabalho produtivo a que se refere o texto (DAVIDOV; SLOBODCHIKOV,
1991) é aquele que, num contexto de produgéo social comum, “[...] 0 motivo € o
produto objetivo do trabalho ndo sdo estranhos um ao outro, porque ele [0
operario socialista] ndo trabalha para os exploradores, mas para ele, para a sua
classe, para a sociedade.” (LEONTIEV, 2004, p. 144). De outro modo, na
sociedade capitalista, 0 motivo (salario) e o produto objetivo do trabalho sédo
estranhos um ao outro, o operario assalariado “[...] ndo fia ou nfo tece para
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Contudo, uma caracteristica considerada essencial, para Davidov
e Slobadchikov (1991) é a compreensido do ensino como sistema “socio-
estatal” que, a0 mesmo tempo, resulta em um novo entendimento da
escola. Isso significa dizer que o pensamento pedagdgico pode se
revelar em duas concepgdes extremas: o tradicional e o novo.

No extremo tradicional, a escola é considerada uma instituicdo
estatal responsavel pelo ensino e a educacdo dos estudantes. Ao ensino,
compete a transmissdo dos conhecimentos, habilidades e habitos que
serdo Uteis ao estudante no futuro. A educacgdo trata da formacéo das
propriedades exigidas pela vida social (DAVIDOV; SLOBODCHIKOV,
1991).

Davidov (1987) atrela a designagdo ‘“escola tradicional” ao
sistema educativo predominante no continente europeu que se formou,
predomina e serve aos principios do modo de producéo capitalista. Tem
seus fundamentos em pedagogos como Komenski, Pestalozzi,
Diesterweg, Ushinski. Seus principios ainda persistem na atualidade e
sdo basilares para a selegdo do conteldo e os métodos de ensino. As
fontes da unidade e a prolongada permanéncia deste sistema sdo o
carater comum dos objetivos sociais da educacdo escolar peculiar ao
capitalista, como também o carater comum das vias e meios para formar
as capacidades psiquicas do homem no alcance destes objetivos.

Em contraposi¢do, 0 novo pensamento pedagdgico concebe a
escola em conformidade com as leis da vida social que estdo em
constante transformacdo. Portanto, ndo se caracteriza pela transmissao
unilateral das ideias, até entdo formadas pelos adultos sobre o mundo,
mas como a instituicdo responsavel pela formacdo do “homem no
homem”, em que sdo criadas novas formas de vida social, tipos de
atividade e valores sociais (DAVIDOV; SLOBODCHIKOV, 1991).

De acordo com Davidov e Slobddchikov (1991), esse novo
pensamento pedagégico conclama pela determinacdo e resolucdo de
tarefas inéditas, referentes as estruturas de sua organizacgéo e dire¢do, no
ambito da ciéncia e da pratica pedagdgica. Dentre as tarefas, destacam-
se:

- organizagdo e desenvolvimento, em condi¢BGes experimentais,
de um novo conteido de ensino;

- organizacdo pedagdgica com adocdo de novos recursos
tecnolégicos para a criacdo de disciplinas escolares com uma base
integrativa;

corresponder as necessidades da sociedade em fio ou em tecido, mas
unicamente pelo salario [...]” (LEONTIEV, 2004, p. 131).
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- producdo de modelos de atividade que incluam a participacdo
dos estudantes, pedagogos e organizadores do ensino;

- producdo de formas de coorganizacdo da atividade coletiva de
investigadores e estudiosos do ensino;

- introducéo de elaboragGes inovadoras tanto no ensino quanto na
educacdo da escolg;

- estabelecimento de critérios referentes ao conteido de avaliagdo
da atividade na escolg;

- olhar de base cientifica para as questdes de ordem psicoldgicas,
diagnosticas, corretivas e de orientagdo profissional do ambiente escolar.

Observa-se que, de modo geral, as tarefas trazem um componente
pertinente a compreensdo de individuo como ser que se constitui em
atividade. E, como tal, traz um teor de prospectividade, de devir, com
principios que se voltam & cientificidade das producdes, & participacdo
coletiva de processos de organizacdo e avaliagdo de contelidos tanto do
ensino quanto da educacao.

Para Davydov, a elaboracéo e o desenvolvimento dessas novas
tarefas requerem o rompimento dos modos recorrentes aquelas que,
historicamente, fundamentaram os sistemas de educacéo. Por isso, faz
um estudo dos principios da educacdo tradicional e, ao par, propde
aqueles que ele considera determinantes da nova proposta, 0s quais
serdo referéncias na préxima secao.

2.3 PRINCIPIOS DIDATICOS

Como anunciado no paragrafo anterior, intrinsecamente ao novo
pensamento pedagdgico surge a necessidade de novos principios
didaticos, pois aqueles que conduziram a escola soviética por muitos
anos foram elaborados por um pensamento pedagdgico que ndo mais
correspondia com a formagdo do novo homem da sociedade em
construcdo (DAVIDOV; SLOBODCHIKOV, 1991). Em outras
palavras, inadequado as necessidades da nova sociedade, a socialista,
ainda sustentada pela escola tradicional.

A extensa permanéncia desse modelo de escola, segundo
Davidov (1987), atende aos objetivos sociais do periodo de producéo
capitalista que, para a educacdo escolar, consistem em formar no homem
apenas aquelas capacidades psiquicas com a finalidade de que satisfaca
a esse tipo producao.

Assim, durante varios anos, esse modelo de escola teve como
objetivo proporcionar, para grande parte dos filhos dos trabalhadores,
apenas aqueles conhecimentos e habilidades — saber escrever, contar, ler
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— gue sem 0s guais se tornaria deficiente o exercicio da profissdo no
contexto das relacdes do modo de producdo capitalista (DAVIDOV,
1987). Nesse sentido, vale ressaltar que a contribuicdo da escola
tradicional primaria para atingir tal propdsito ocorreu porque

[...] atuava como etapa primeira e Unica na
educacdo da maior parte da populacdo; etapa que
preparava diretamente as criangas para a atividade
de trabalho na qualidade de forca de trabalho mais
ou menos qualificada ou para a aprendizagem
profissional em especialidades relativamente
simples (DAVIDOV, 1987, p. 144).

Tal restricdo ao conhecimento atende a um conteido e a um
método de ensino correspondentes ao utilitario-empirico, que se volta
para a pratica cotidiana do homem. Ou seja, possibilita-lhe a execugéo
somente de tarefas rotineiras com uso de conhecimentos “[...]
acumulados sobre as particularidades e tragos externos de objetos e
fendmenos isolados da natureza e da sociedade.” (DAVIDOV, 1987, p.
144).

Por consequéncia, a prioridade é o desenvolvimento, nos
estudantes, do pensamento empirico que, de acordo com Davidov
(1987) e Davidov e Slobddchikov (1991), atende aos seguintes
principios didaticos da escola tradicional: o carater sucessivo da
aprendizagem, a acessibilidade, o carater consciente e o carater visual,
direto ou intuitivo.

O “principio do carater sucessivo da aprendizagem’ indica que
tanto a pré-escola como o nivel escolar primario apresentam a mesma
organizacdo do ensino, além de enfatizar conhecimentos proximos
daqueles obtidos no cotidiano. Isso significa que 0s conceitos
espontaneos das criangas continuam sendo a referéncia na escola
(DAVIDOV, 1987).

Outra caracteristica desse principio diz respeito a quantidade e a
qualidade do contelido de ensino. Prevé que, no decorrer dos anos de
estudo, ocorram mudancas na quantidade, entendida como o aumento do
volume de conhecimentos a serem apreendidos pelos estudantes. Porém,
a qualidade permanece a mesma nos diferentes anos de estudo. Por
decorréncia, esse modo de tratar o ensino ndo permite a diferenciacdo
entre 0s conceitos cientificos e cotidianos no contexto escolar
(DAVIDOV; SLOBODCHIKOV, 1991).
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O principio da ‘acessibilidade’ diz respeito a restricdo, em cada
periodo escolar, somente dos conceitos que os estudantes demonstram
possibilidades de apropriagdo. De acordo com Davidov (1987), uma
analise sobre quem e quando se determinou esse cardter de ‘ser
acessivel” mostra que considera somente as condi¢Oes espontaneas das
criancas. E, pois, esse o critério de determinacdo do nivel de exigéncia
em cada ano escolar (DAVIDOV, 1987).

Em outros termos, trata-se de colocar o estudante em situagdes de
ensino e aprendizagem que lhe permitem unicamente a utilizagdo das
possibilidades psiquicas até entdo formadas e presentes. Assim sendo, 0
ensino ndo proporciona o desenvolvimento das fungdes superiores.
Davidov e Slobodchikov (1991) advertem que tal principio descarta a
hipdtese de que uma possivel reestruturacdo do ensino mudaria o ritmo
geral de desenvolvimento psiquico nas diferentes fases de escolaridade.

O principio de ‘carater consciente’, de acordo com Davidov
(1987), esta relacionado a compreensdo propria do ensino tradicional de
que a apresentacdo de todo conhecimento ocorre por meio das
abstracGes verbais, cada qual correspondendo a uma imagem sensorial.
O professor, para verificar o grau de compreensdo atingido pelos
estudantes, adota como procedimento comum o uso de ilustracdes.
Desse modo, reduz os conhecimentos adquiridos pelo estudante somente
a relacdo dos significados das palavras com as suas imagens sensoriais,
intrinseca ao pensamento empirico.

Por fim, o principio do ‘carater visual, direto ou intuitivo’
apresenta as seguintes caracteristicas:

1) na base do conceito se encontra a comparacao
da multiplicidade sensorial das coisas: 2) tal
comparagdo leva a separar o0s tragos parecidos,
comuns destas coisas; 3) a fixacdo desse comum
por meio da palavra leva a abstracdo como
conteldo do conceito (as representacdes
sensoriais sobre esses tragos externos constituem
0 verdadeiro significado da palavra); 4) o
estabelecimento das dependéncias de género e
espécie de tais conceitos (segundo o grau de
generalidade dos tracos) constitui a tarefa
fundamental do pensamento, o que interage
regularmente com a sensibilidade como sua fonte.
(DAVIDOV, 1987, p. 148-149, grifos do autor).
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Os aspectos mencionados, segundo Davidov (1987), permitem
que os conceitos se reduzam a seu nivel empirico, pois a analise se
detém apenas as caracteristicas externas dos objetos, isto &, aquelas
percebidas sensorialmente pelos drgdos dos sentidos.

De acordo com Davydov (1982), esses principios da escola
tradicional contrastavam, na década de 70 do século XX, com a
producdo na URSS, em grande parte automatizada, carregada de
maquinas e tecnologia que traziam em si 0 conhecimento mais atual da
ciéncia. Diante disso, exigia-se que o individuo tivesse como base um
volume consideravel de conhecimentos cientificos e, consequentemente,
um adequado nivel de desenvolvimento intelectual.

Esse contexto, segundo Rubinstein (1977), traz exigéncia ao
individuo, condizente ao periodo de desenvolvimento humano
caracterizado pela atividade principal de estudo. Para o autor, esta
atividade emergiu do aperfeicoamento e complexificagdo do trabalho,
que requereram novas atividades necessarias a obtencdo de
conhecimentos e habitos para o seu préprio desenvolvimento. Portanto,
por consequéncia de um movimento dialético do préprio
desenvolvimento do trabalho surgiu a atividade de estudo, com objetivo
da apropriagdo, pelos individuos, dos conhecimentos produzidos
historicamente que se tornaram convenientes as geragGes presentes e
futuras.

Essa nova atividade — 0 estudo — se constitui em um dos periodos
da vida do ser humano. O estudo, na sucessiva transformacao dos tipos
principais de atividade, é posterior ao jogo e anterior ao trabalho. Traz
como finalidade a preparagdo para a futura atividade, o trabalho, e tem
como meio para a sua efetivacdo a apropriacdo dos conhecimentos
produzidos historicamente (RUBINSTEIN, 1977).

Para tanto, o pressuposto de Davydov (1982) é de que o estudo
deveria permitir ao individuo a apropriacdo do conhecimento cientifico
em seu auge atual. Isso significa que o contelido e 0 método empregado
no ensino escolar necessitam voltar-se para o desenvolvimento do
pensamento que corresponde a esse tipo de conhecimento, o tedrico.

Essa centralidade do ensino escolar e, por extensdo, da atividade
de estudo, revelou-se como preocupacdo para Davydov (1982) ao
analisar o conteldo e 0 método do ensino escolar empregado nas escolas
da URSS, antes da revolucdo cientifico-técnica. Isso porque ndo
possibilitavam o conhecimento mais atual da ciéncia, necessario a vida
hodierna. Em outras palavras, os principios da escola tradicional ndo
mais satisfaziam as exigéncias concernentes ao nivel de
desenvolvimento atingidos pela humanidade, pois “a orientagdo
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unilateral para o pensamento empirico faz com que muitas criancas ndo
recebam, na escola, os meios e procedimentos do pensamento cientifico,
teorico [...]” (DAVIDOV, 1987, p. 149).

Essa inadequacdo entre necessidade social e sistema escolar,
segundo Davidov (1987, p. 145), ainda se vincula a escola tradicional
que apenas “preparava para a produgdo capitalista, s6 «um homem
parcial» que, como um parafuso, servia para a maquina e atuava como
parte subordinada desta”. Entretanto, “a situacdo mudou na sociedade
socialista, especialmente na época da revolucdo técnica, em que uma
parte importante das profissdes exige uma alta preparacdo cientifica e
cultural geral” (DAVIDOV, 1987, p. 145).

Nesse sentido, Davydov (1982) destaca que uma das tarefas da
comunidade socialista era de garantir que o ensino escolar entrasse em
plena harmonia com os progressos cientificos e técnicos do século XX
e, consequentemente, desenvolvesse um tipo de pensamento diferente
do empirico, o tedrico. S8o essas limitagdes promovidas pela escola
tradicional — o tipo de pensamento que ela desenvolve ndo condizente
com as exigéncias da revolucéo cientifico-técnica — que Davidov (1987,
p. 149) toma como referéncia para contrapor com sua proposicao
fundamentada na dialética materialista e histérica. Entende como
precariedade que:

Na escola tradicional, o principio do carater
cientifico s6 se declara. E compreendido em sua
forma estreitamente empirica e ndo em sua
verdadeira significacdo dialética; ou seja, ndo
como procedimento especial de reflexo mental da
realidade, isto é, por meio da ascensao do abstrato
ao concreto.

Para a efetividade do principio da cientificidade, Davidov (1987)
concebe como necessaria a mudanca no tipo de pensamento que o
sistema de ensino desenvolve: a formacdo, desde 0s primeiros anos de
estudos, das bases do pensamento tedrico. Ao ter como pressuposto que
o carater da cientificidade somente ocorre com a mudanca do tipo de
pensamento, Davidov (1987) e Davidov e Slob6dchikov (1991)
propdem novos principios para escola, a seguir explicitados.

O carater da sucessdo dos conhecimentos continua, porém com
mudancas qualitativas, no decorrer do ensino, tanto no conteido como
no método, pois
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Com o ingresso na escola, a crianca deve sentir
claramente o carater novo e a peculiaridade
daqueles conceitos que agora recebe, ao contrério
da experiéncia pré-escolar. Trata-se de conceitos
cientificos [...] (DAVIDOV, 1987, p. 150).

Davidov e Slobddchikov (1991) destacam que, desde o primeiro
ano de estudo, os estudantes estardo verdadeiramente em atividade de
estudo se eles se apropriarem dos conceitos com teor cientifico. Para
tanto, substitui-se o principio tradicional da ‘acessibilidade’ pelo
‘principio da educacdo capaz de desenvolver’. Tal mudanca requer um
novo objetivo: organizar o ensino para criar as condi¢Bes e premissas do
desenvolvimento psiquico prospectivamente, isto é, estruturar o ensino
com vista para o amanhd do desenvolvimento (DAVIDOV;
SLOBODCHIKOV, 1991).

De mesmo modo, em vez do principio do ‘carater consciente’, a
nova proposicao adota o ‘principio da atividade’. A justificativa é de que
a efetividade do “carater consciente’ s6 ocorre se 0 estudante ndo recebe
0s conhecimentos prontos. Para tanto, a nova organizagdo do ensino se
estrutura de modo tal que contempla ‘acdes’ e ‘tarefas’ capazes de
revelar as condigdes de origem e desenvolvimento dos conceitos. 1sso
implica em transformagdes dos objetos com a finalidade de modelar e
recriar as suas propriedades internas, as quais se convertem no contetido
do conceito (DAVIDOV; SLOBODCHIKOV, 1991).

Davidov (1988), ao discutir a base do seu referencial e apresentar
as principais teses da teoria materialista dialética do conhecimento,
recorre a Kopnin para argumentar a essencialidade da atividade na
formacdo do pensamento humano: “um processo objetivo da atividade
da humanidade, o funcionamento da civilizacdo humana, da sociedade,
como verdadeiro sujeito do pensamento” (DAVIDOV, 1988, p. 115).

Por isso, em contraposi¢do ao ‘principio do caréater visual’, direto
ou intuitivo da escola tradicional, Davydov estabelece ‘0 principio do
carater objetal’, que requer o emprego de acGes especificas com o objeto
para representar o contelldo do conceito e produzi-lo em forma de
modelos materiais, graficos ou literais (DAVIDOV, 1987). A diferenca
entre ambos esta na relagdo entre o particular e o geral. No visual, se
realiza a analise de diversos casos particulares para encontrar o que ha
de geral neles. De outro modo, o objetal possibilita que os estudantes
encontrem primeiro o conteido geral do conceito para depois identificar
as suas manifestacdes particulares (DAVIDOV, 1987).
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A adogdo desses novos principios, no ensino, permite indicar as
condi¢cbes para que a formacdo do pensamento tedrico se constitua na
norma e ndo na excegdo. Contudo, eles sdo realizaveis no processo
escolar somente se organizados com base em suas consequéncias
previamente vislumbradas (DAVIDOV; SLOBODCHIKOV, 1991).

Davidov e Slobddchikov (1991) alertam que a organizacdo do
ensino escolar, alicercada na generalizagdo teérica, sO se realiza se
forem considerados os seguintes principios:

1) Os conceitos de qualquer disciplina escolar ndo sdo
apresentados no ambito do ensino escolar de forma pronta. Em vez
disso, no processo de apropriagdo, o estudante é colocado em situagdo
que compreende as suas condi¢des de origem e desenvolvimento.

2) Na apropriacdo dos conceitos, os aspectos de carater geral
precedem os particulares.

3) Aos estudantes, se deem as condi¢Bes para se apropriarem da
conexdo geneticamente inicial que determina todos os conceitos. No
caso da Matematica, essa conexao é a relacdo entre as grandezas.

4) Tal conexdo, necessariamente, se expressa em diferentes
formas de representagdo e modelos, inicialmente objetais, seguidos de
graficos e literais. Eles possibilitam o estudo das propriedades dos
conceitos em “forma pura”.

5) Desenvolvimento de ac¢Ges objetais, pois elas permitem que 0s
estudantes tanto revelem no material de estudo quanto reproduzam nos
modelos a conexao essencial do objeto. Para o conceito de nimero, a
acdo a ser formada é aquela que determina a caracteristica de
multiplicidade e divisibilidade das grandezas.

6) Gradativamente, os estudantes criam as condi¢Oes para passar
das acGes objetais para a sua realizacdo no plano mental.

Davidov (1987) diz que se dedicou ao estudo sobre as
possibilidades desses principios para que as criangas, mesmo aos sete
anos, desenvolvam o pensamento tedrico. Para tal intento, realizou
investigacdes envolvendo estudantes do segundo ano escolar, colocados
em execucdo de tarefas que contemplavam os referidos principios. Os
dados obtidos permitiram-lhe afirmar com “esperanga a hipotese”
(DAVYDOV, 1982, p. 441) da efetividade desse objetivo para o ensino,
mesmo que se dirija aos escolares dos anos iniciais.

Os pressupostos, caracteristicas e principios defendidos por
Davydov sdo referenciais na analise a ser empreendida no préximo
capitulo. Para tanto, destaco o conjunto de tarefas particulares que tém
como conteldo o conceito de nimero negativo, uma das centralidades
do ensino da Matematica no sexto ano escolar.
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3 0S NUMEROS NEGATIVOS NA PROPOSICAO
DAVYDOVIANA

No presente capitulo, a analise dos dados tem como objetivo
responder ao questionamento concernente ao problema de pesquisa, 0
qual reafirmo: que necessidades se apresentam no ambito das atividades
de ensino e estudo, mais especificamente no modo davydoviano de
organizacdo do ensino, referentes as tarefas particulares voltadas ao
conceito de nlimeros negativos?

Dado que a ‘necessidade’ é uma das questdes centrais da presente
pesquisa, sdo imprescindiveis alguns esclarecimentos e definices a seu
respeito. Como visto no capitulo anterior, a necessidade constitui-se em
um elemento da estrutura de qualquer atividade humana. Ou seja, ela se
constitui em algo indispensével para o surgimento de atividade e
também move o individuo humano na sua execucao. Vale dizer que nédo
é a esse tipo de necessidade que se volta a analise central do presente
capitulo. Em outros termos, ndo é aquela que origina a atividade de
estudo que, conforme mencionado no capitulo anterior, é gerada na
atividade do jogo, qual seja: a busca do conhecimento cientifico
(DAVIDOV, 1988). Porém, elas emergem no processo de objetivacio e
dos meios necessarios da atividade de estudo, isto é, hd uma vinculagdo
entre ambas.

Antes de explicitar o entendimento de necessidade ao qual se
refere o presente estudo, parece providencial responder com base tedrica
0 questionamento: o que é uma necessidade?

Para Leontiev (1971 apud TALIZINA, 2000, p. 58) “[...] A
necessidade como tal, é s6 um estado negativo, um estado de desejo, de
falta de algo; ela adquire sua caracteristica positiva s6 como resultado
do encontro com o objeto e em sua ‘objetivagdo’”. Davidov (1988, p.
254), ao abordar os conceitos de atividade e psique nos trabalhos de
Leontiev, entende que a “[...] atividade tem sua peculiar premissa: a
necessidade como estado de caréncia e de estimulagdo do organismo
[...]”. Leontiev (1978, p. 341, grifos do autor), ao tratar do conceito geral
das necessidades, considera que

Toda atividade do organismo esta dirigida a
satisfazer as necessidades daquilo que é
indispensavel para prolongar e desenvolver sua
vida. Tomemos, por exemplo, a necessidade de
alimento.
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Quando o0 organismo estd com falta de
determinados elementos indispensaveis para a
vida, isto se manifesta em que exige estes
elementos ou, falando de outra maneira, demanda
a satisfacdo de suas necessidades.

Essa citacdo de Leontiev (1978) possibilita verificar que a
exigéncia da satisfacdo da necessidade ocorre quando se tem a falta de
um elemento que é imprescindivel para algo. Portanto, ndo se trata de
algo peculiar ao surgimento das atividades principais.

Talizina (2000, p. 57) considera duas caracteristicas essenciais
referentes as necessidades. A primeira, a mais importante, “é seu carater
objetal (necessitar de algum objeto).” A segunda “[...] € seu carater
dindmico: elas surgem, mudam seu grau de tensdo, desaparecem e
depois se reproduzem de novo.”.

Leontiev (1978) caracteriza as necessidades com base em quatro
tracos gerais que as peculiarizam quando a referéncia sdo organismos
superiores. O tragco principal e primeiro de toda necessidade é a
existéncia de um objetivo: se tem necessidade de algo, de um objeto
material. O segundo consiste na aquisi¢cdo de um contetdo concreto, em
conformidade com as condi¢Ges e a maneira de satisfazé-las. O terceiro
traco é que uma necessidade tende a se repetir. Por fim, o quarto é que
todas elas se desenvolvem a medida que se ampliam o circulo de objetos
e de meios para satisfazé-las.

Para Pilipenko (1958, p. 129, grifos do autor),

O materialismo dialético entende por necessidade
0 que tem causa em si mesmo, 0 que se desprende
inevitavelmente e com forca da lei da esséncia
mesma, dos nexos internos das coisas, dos
processos e acontecimentos; o que ha de suceder,
forgcosamente, assim e ndo de outro modo.

As necessidades abordadas na presente pesquisa sdo aquelas
geradas pela organizacdo do ensino da proposi¢do davydoviana, a partir
de suas tarefas particulares para a apropriacdo do conceito de nimero
negativo. Mais especificamente, requisitam a elaboracdo de uma nova
tarefa para que se mantenha o vinculo entre elas e ndo se perca de vista
detalhes do teor conceitual a ser apropriado pelos estudantes. Nesse
sentido vale parafrasear Engels, citado por Pilipenko (1958), ao afirmar
que o intercdAmbio de substancias é algo necessario para 0s Sseres Vivos.
Entdo, diria que ha entre as tarefas particulares algo necessario para que
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ocorram as articulacdes entre si, bem como um consistente processo de
apropriacdo conceitual em nivel te6rico de numero negativo. Essas
necessidades a serem analisadas emergem no ambito das duas primeiras
secdes do sexto capitulo — “NUmeros positivos e negativos” — do livro
didatico do estudante — TOPBOB et al. (2007).

Em sintese, as necessidades — base das analises das tarefas
particulares que expressam o desenvolvimento conceitual dos nimeros
negativos — trazem como fundamento as ideias: um estado de ‘caréncia’
(DAVIDOV, 1988); ‘falta de algo’ (LEONTIEV, 1978); o carater
objetal (TALIZINA, 2000); causa, desprendimento inevitavel que traz a
lei da esséncia, dos nexos internos das coisas e processos, O
imprescindivel (PILIPENKO, 1958).

Nesse contexto é que imprimi a analise do objeto e do problema
de pesquisa. Mesmo no estudo preliminar sobre o modo de introdugéo
do conceito de nimero negativo em T'op6os et al. (2006) e T'opbos et al.
(2007), especialmente no sexto capitulo — “NOmeros positivos e
negativos” — constatei a primeira necessidade de ordem conceitual: o
vetor. Isso demanda outra necessidade: a elaboracdo de tarefas
particulares com teor do referido conceito, a serem desenvolvidas pelos
estudantes, como condigdo para o surgimento e desenvolvimento das
ideias essenciais do nlmero negativo e sua inter-relagdo com o0s
positivos o que caracteriza a nogdo de relatividade numérica.

No entanto, nessa inser¢do preliminar também averiguei que no
mesmo capitulo ndo se aborda a introducdo do vetor, isso acontece no
capitulo cinco — “Deslocamento e vetor”. A partir dessa constatacéo,
considero importante elucidar o que os autores da proposicdo de ensino
em andlise entendem por vetor, uma vez que ele é a base para o estudo
dos nUmeros negativos. No entanto, ndo focarei a andlise nas
necessidades emergentes em cada tarefa, pois a intencdo é apenas
colocar os leitores a par do contexto conceitual de vetor, uma vez que
ele é uma das bases do conceito de nimero negativo.

Nesse sentido, a préxima se¢do foi dedicada ao tratamento dado
pela proposicdo de ensino em analise ao conceito de vetor. Além disso,
para tal entendimento recorri aos fundamentos matematicos.

3.1 VETOR: UMA NECESSIDADE CONCEITUAL PARA O
SURGIMENTO DO NUMERO NEGATIVO

Na andlise das tarefas que tratam da introducdo do vetor foi
possivel verificar que este conceito tem como base 0 conceito de
deslocamento, do qual trata a primeira tarefa.
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Tarefa 1;

A tarefa tem por base a figura 1, que mostra pontos e linhas
numeradas conectando-os. As linhas podem mover-se apenas nos
sentidos indicados pelas setas ('OPBOB et al., 2007). Como observa-se
a seguir, a sua resolugdo é conduzida por questionamentos orientadores
para que os estudantes busquem as operacgdes necessarias.

Figura 1: Representacdo dos caminhos

5)
Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

a) Quantos caminhos levam, a partir do ponto C, ao ponto B?

b) Como sdo os caminhos que levam, a partir do ponto B ao
ponto C?

¢) Quantos caminhos sdo mostrados no desenho (figura 1)? Em
seguida, para cada um deles, especifique o inicio e o fim, no quadro:

Caminho Inicio Final

d) Quantos deslocamentos diferentes vocé pode fazer com esses
caminhos?

e) Pense numa maneira de representar, em uma imagem, o
deslocamento de um ponto ao outro.

Na situacdo a, ha dois caminhos (4 e 5) que permitem sair do
ponto C e chegar ao ponto B. Em b, os caminhos que conduzem do
ponto B ao C sdo os mesmos daqueles que levam do ponto C ao B; no
entanto, o que muda na situacdo b em relacdo a a é que modifica-se o
ponto de inicio e do fim. Em outras palavras, partir do ponto B para
chegar a C, significa percorrer o sentido oposto de quando se inicia o
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deslocamento em C e se termina em B. Assim sendo, o sentido requer a
delimitag&o do inicio e do fim de um deslocamento.

Contudo, vale lembrar que ndo se pode percorrer os caminhos de
B para C, pois de acordo com o enunciado da tarefa, as linhas permitem
a movimentagdo apenas nos sentidos indicados de acordo com as setas,
isto é, de C para B.

A situacdo c trata da especificacdo do inicio e do fim de cada um
dos cinco caminhos. Isso s6 € possivel, porque existe a indica¢do do
sentido nas linhas, que possibilita o preenchimento do quadro (figura 2),
em que constam o inicio e o término dos cinco caminhos.

Figura 2: Especificagdo dos caminhos

Caminho Inicio Final

A

A

A

C

(SN FI NI
O T O| W

C

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

Antes de abordar a situacdo d, é importante ressaltar que dois
deslocamentos sdo diferentes quando os seus pontos, de partida e de
chegada, ndo coincidem.

Em d, a anélise dos diferentes deslocamentos nos cinco caminhos
permite a constatacdo de que: os caminhos um (1) e dois (2)
correspondem ao deslocamento que comega no ponto A e acaba em B; 0
trés (3) consiste no deslocamento com origem em A e término em C; o
quatro (4) e o cinco (5) incidem no deslocamento com inicio em C e fim
em B. Portanto, nos cinco caminhos ha trés deslocamentos diferentes.

No que se refere a um modo para representar o deslocamento de
um ponto a outro, correspondente a situacdo e, I'op6os et al. (2006)
consideram que o deslocamento de um ponto A para um ponto B se

indica da seguinte forma: AB, e ele é representado por meio de um
segmento orientado (figura 3).

Figura 3: Representacdo do deslocamento
A q Ji
Fonte: Adaptacéo de T'op6os et al. (2006).
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Tal representacdo € algo realizavel pelos estudantes, pois lhes é
familiar. Sua introdugdo ocorre no primeiro ano no contexto do ensino
da adicdo e subtracdo e resolucdo de problemas referentes as duas
operagdes, cuja base € a relacdo parte/todo (ROSA, 2012). Ela se
complexifica no segundo ano, no &mbito dos conceitos de multiplicacdo
e divisdo, cuja esséncia € a relagdo entre as unidades de medidas: basica,
intermediaria e a grandeza (MADEIRA, 2012).

Observa-se que a tarefa 1 tem como conteldo o conceito de
deslocamento. E, como tal, requer a identificagdo de dois pontos
extremos: partida e chegada, o que implicitamente traz nog&o de sentido.
Para Ramalho Junior et al. (1976, p. 126) “o deslocamento entre dois
pontos é uma grandeza vetorial”. Nesse sentido, verifica-se que essa
grandeza é diferente daquelas com que inicia-se a apropriacdo do
conceito de nimero no primeiro ano escolar, isto €, 0 comprimento, a
area, o volume, a massa (ROSA, 2012; SOUZA, 2013).

No que diz respeito as grandezas, Winterle (2000) considera que
existem dois tipos: as escalares e as vetoriais. As primeiras

[...] sdo aquelas que ficam completamente
definidas por apenas um ndmero real
(acompanhado de uma unidade adequada).
Comprimento, area, volume, massa, temperatura,
densidade, sdo exemplos de grandezas escalares.
(WINTERLE, 2000, p. 1).

E as vetoriais se caracterizam por serem aquelas

[..] que ndo ficam completamente definidas
apenas pelo seu moédulo, ou seja, pelo nimero
com sua unidade correspondente. Falamos das
grandezas vetoriais, que para serem perfeitamente
caracterizadas necessitamos conhecer seu moédulo
(ou comprimento ou intensidade), sua direcdo e
seu sentido. Forca, velocidade, aceleracdo, sdo
exemplos de grandezas vetoriais. (WINTERLE,
2000, p. 1, grifos do autor).

Em outras palavras, ao tratar do deslocamento & necessario
indicar, além do médulo, a direcdo e o sentido, 0 que ndo ocorre com as
grandezas escalares. No que concerne a direcdo e ao sentido € do que a
proxima tarefa trata especificamente.
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Tarefa 2;

Compare as instrugdes dos raios AB e CK — figura 4 (TOPBOB et
al., 2007):

Figura 4: Representacéo dos raios AB e CK em diferentes retas
3) 4) a s
c K

B ——————
K c
5 6)
K

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

A

O conceito de raio na proposi¢do davydoviana, de acordo com o
estudo de Mame (2015), concerne a uma semirreta. Para estabelecé-lo,
s80 necessarios dois pontos (A e B, por exemplo), em que 0 primeiro
deles (A) tem como caracteristica a determinagao da origem; o segundo
(B) indica um ponto presente na semirreta, indicador de sua outra
extremidade. Além disso, compreende-se como um segmento em
estagio de alcancar um ponto (MAME, 2015).

Na figura 4, é possivel destacar que os raios AB e CK pertencem
as retas de todas as seis situacdes. Com relacédo a reta, cabe dizer que
envolve o conceito de direcdo que, segundo Luz e Alvares (1997, p.
125, grifos dos autores): “[...] tem sua origem na Geometria e €
caracterizado por uma reta e por todas as retas paralelas a ela. Em outras
palavras, retas paralelas possuem a mesma direcdo.”. No mesmo
contexto, Winterle (2000, p. 1, grifos do autor) considera que “[...] a
nocdo de direcdo é dada por uma reta e por todas as que lhe sdo
paralelas. Quer dizer, retas paralelas ttm a mesma dire¢do.”.

Os raios AB e CK das situacgdes 1, 2, 3 e 4 (figura 4) possuem a
mesma direcdo, pois 1 e 2 estdo na mesma reta e 3 e 4 em retas
paralelas. Quanto aos raios AB e CK dos itens 5 e 6, eles possuem
direcdes distintas, pois ndo pertencem a mesma reta e nem a retas
paralelas.

A constatacdo de que os raios AB e CK dos itens 1 ao 4 tém a
mesma direcdo possibilita a analise de quando eles possuem 0 mesmo
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sentido ou sentido oposto. Tal analise é realizada por meio da posi¢do
dos dois pontos do raio, isto €, o de origem e do outro ponto presente na
respectiva reta (figura 4).

Assim sendo, na situagdo 1, o raio AB indica que ele comega em
A, passa por B e continua. O raio CK inicia em C, ultrapassa K e
prossegue. Ambos os raios, ao passarem pelo segundo ponto, avangam
sobre 0 mesmo lado da reta. Isso, para T'op6og et al. (2006), significa
dizer que os raios AB e CK possuem o mesmo sentido e eles sdo
representados do seguinte modo: AB 11 CK.

A situacdo 2 apresenta dois raios com a mesma denominagéo que
no item 1, AB e CK, porém CK ultrapassa o ponto de origem (A) de AB
com a ndo pretensdo de passar pelo ponto B. Por consequéncia, permite
a constatacdo de que o sentido dos raios AB e CK séo opostos e eles sdo
indicados do seguinte modo: AB 1| CK, de acordo com I'opGos et al.
(2006).

Na situacdo 3, os raios AB e CK, ao estarem sobre duas retas
paralelas, permitem a aproximagdo de ambas para a averiguacao de que
AB e CK estdo em sentidos opostos, pois o raio AB avanga para direita
da reta em que ele se localiza e 0 CK prossegue para a esquerda da reta.

Do mesmo modo que a anterior, na situagédo 4, os raios AB e CK
estdo sobre duas retas paralelas. A aproximacdo delas e a consequente
verificacdo de que ambos prosseguem do mesmo lado das duas retas,
isto é, para a direita. Por isso, os dois t¢ém o mesmo sentido (AB 11 CK).

No que concerne as situagGes 5 e 6, vale destacar que nao é
possivel comparar o sentido dos raios AB e CK, pois tém diregdes
distintas, uma vez que estdo em retas ndo paralelas.

A préxima tarefa permite a verificacdo da direcdo e do sentido
dos deslocamentos e a introducdo do vetor.

Tarefa 3:

Determine quais os deslocamentos que se apresentam na figura 5
com as seguintes caracteristicas (TOPBOB et al., 2007):

a) 0s mesmos madulos;

b) os mesmos sentidos;

C) os sentidos opostos;

d) os mesmos modulos e sentidos;

e) os mesmos maddulos e sentidos opostos.
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Figura 5: Deslocamentos

Mo
/y.y o 7

Fonte: Adaptagdo de ['op6os et al. (2007).

Como os deslocamentos da figura 5 ndo apresentam as letras
indicadoras do seu inicio e fim, cria-se a necessidade de uma tarefa
similar, que as indiqguem (figura 6), com o objetivo de atender &
finalidade da tarefa: a introdugéo do vetor.

Figura 6: Deslocamentos: necessidade do vetor

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

Considerando que a situacdo a solicita 0 modulo, vale destacar o
que ele significa. Para Loreto e Loreto Junior (2014, p. 5), 0 moédulo é
“[...] o comprimento de qualquer um dos segmentos orientados [...]”.

Dos oito deslocamentos presentes na figura 6, verifica-se que

quatro deles, AB, ED, EF e IJ, possuem 0 mesmo médulo, que pode ser

denominado de a; os outros, BC, HG, JK e LK, tém médulo b.

Pela situacdo b solicitar a comparacdo do sentido dos
deslocamentos, que sdo representados por segmentos orientados (figura
6), cabe informar que: “s6 é possivel comparar os sentidos de dois
segmentos orientados se eles tiverem a mesma dire¢do” (LORETO;
LORETO JUNIOR, 2014, p. 2).

Desse modo, ndo é possivel comparar o sentido entre cada um
dos oito deslocamentos, visto que ha dois grupos com quatro
deslocamentos, em retas com diferentes direcdes. Contudo, é aceita a
comparacgdo do sentido dos deslocamentos em cada grupo, pois eles
estdo sobre uma mesma reta e, por consequéncia, ttm a mesma direcao.

No que se refere ao primeiro grupo dos segmentos orientados AB,
BC, ED e EF, 0s que possuem 0s mesmos sentidos sio: AB 11 BC; AB
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m EF e BC 11 EF. No segundo grupo de e segmentos ¢ orientados, HG, 1],
JK e LK, os de mesmos sentidos: H] 11 LK e I] 11 jK.

Na situagdo ¢, do mesmo modo que em b, compara-se 0 sentido
dos deslocamentos, porém, opostos. No prlmelro grupo, os segmentos
orientados 0S que apresentam sentidos opostos sd0: AB 1| ED; BC 1| ED e
EF 1| ED. No segundo, destacam-se os segmentos orientados de
sentidos opostos: HG 1| IJ; HG 1} JK; LK 1} 1] e LK 1| JK.

Em d, os deslocamentos que se caracterizam por ter 0s mesmaos
médulos e sentidos sdo: AB e EF, bem como HG e LK. Contudo, ha
também deslocamentos com os mesmos mddulos e sentidos opostos
(situagdo e), ou seja: ED e EF; ED e AB; HG e JK; JK e LK.

Dentre as situagbes resolvidas, a d se destaca em relacdo as
outras, uma vez que ela permite a introducéo do vetor, pois os seus pares
de deslocamentos AB e EF e HG e LK possuem 0s mesmos médulos e
sentidos. Dado que os referidos pares de deslocamentos possuem o
mesmo sentido, eles tém também a mesma dire¢do, visto que os sentidos
s6 podem ser comparados quando se trata de deslocamentos com a
mesma direcg&o.

No que se refere ao vetor, T'op6os et al. (2006) compreendem-no
como a caracteristica de todos os deslocamentos que possuem 0 mesmo
médulo, direcdo e sentido. Em outras palavras, um vetor representa
todos os deslocamentos com mesmos: médulo, direcdo e sentido.

Desse modo, cada par de deslocamentos AB e EF, HG e LK é
representado por um vetor, conforme a figura 7.

Figura 7: Representacdo do vetor

H

B
A Ce—>
-— K —

Fonte: Resolugdo da situa¢do, com base na orientacdo de T'op6os et al. (2007).

De acordo com Loreto e Loreto Junior (2014, p. 4) “um vetor é
uma classe de equipoléncia de segmentos orientados, ou seja, € 0
conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes a um segmento
orientado AB, que foi dado.”. Assim sendo, o vetor representa um
conjunto de segmentos orientados.
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Em relacdo a equipoléncia, Loreto e Loreto Junior (2014, p. 3)
consideram que “o segmento orientado AB ¢é equipolente ao segmento
orientado CD se, e somente se, AB e CD tiverem as mesmas
caracteristicas, isto €, 0 mesmo modulo, a mesma direcdo e 0 mesmo
sentido.” (figura 8).

Figura 8: Pares de segmentos orientados que sdo equipolentes

B ,D
//AB(‘D

*—r —r
5 %c

Fonte: Adaptacéo de Loreto e Loreto Junior (2014).

A partir da verificacdo de como ocorre a introdugdo do conceito
de vetor, o foco do estudo passa para a analise das necessidades
concernentes as tarefas particulares que se referem ao nimero negativo.

No processo investigativo das necessidades, em especifico, na
analise das tarefas particulares, ressalta-se que as trés primeiras delas, de
acordo com I'op6os et al. (2006), tém por objetivo criar premissas para
‘motivar’ a introdu¢do do conceito de nimero negativo. As demais
dizem respeito ao préprio conceito em estudo, bem como a sua
representacao na reta numérica.

Na sec¢do a seguir, apresento as trés primeiras tarefas particulares.

3.2 AS TRES PRIMEIRAS TAREFAS PARTICULARES

Na presente secdo, analiso as tarefas particulares que passam a se
aproximar do conceito nimero negativo. Basicamente, elas colocam o
estudante a perceber as limitacdes dos nimeros até entdo estudados, os
positivos, pois ndo possibilitam que se expresse o resultado de uma
peculiaridade da operacdo aritmética de subtracdo, bem como a solugédo
de um caso especifico de equacao.

A primeira tarefa particular coloca o estudante em situacdo de
necessidade de extrapolar seus conhecimentos de niimeros positivos aos
negativos. Nesse sentido, traz um elemento que é referéncia em todos os
conceitos, desde o primeiro ano: a reta numérica. Nela, a ideia central é
0 percurso em sentido oposto aos nlmeros positivos. 1sso ocorre ndo por
um simples movimento de deslocamento, mas mediado pela operacédo de
subtracdo, isto é, a - b, em que primeiramente o b é menor que o a, mas,
por fim, resulta ser maior.
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Tarefa 4:

Na reta numérica, conforme a figura 9, identifique o nimero
correspondente ao s.

a) Marque sobre a reta numérica o local correspondente aos
ndmeros que representam: s - 1;s-2;s-3;s- 4.

b) Anote os nimeros marcados. (TOPBOB et al., 2007).

Figura 9: Subtracdo sucessiva: geradora da necessidade dos nimeros
negativos

Y

0 1 S
Fonte: Adaptacéo de I'op6os et al. (2007).

Observa-se, na figura 9, que a unidade de medida é composta de
quatro malhas, pois entre 0 nimero zero e 0 um constam quatro partes.
Isso leva a antecipagdo de que os nimeros positivos e negativos se
apresentardo no campo dos reais — com a ideia de medida — e néo
somente voltada ao nimero inteiro. Constata-se, ainda, que cada nimero
na reta numerica corresponde a quatro quartos (3), por exemplo: 1 = 2.
Do mesmo modo, o ndmero dois consiste em oito quartos (), o trés em
doze quartos (<) e, assim, sucessivamente.

Nessa compreensdo, ao buscar o nimero s, observa-se que ele
esta entre o nimero dois e o trés. Com o auxilio das partes da malha,
verifica-se que se trata do nimero nove quartos (). A identificacdo do
namero s auxiliara na resolucéo da questéo b.

No entanto, a situacéo a consiste em marcar, na reta numérica, o
local correspondente as subtragfes sucessivas dos nimeros: s-1;s-2; s
- 3; 5 - 4. O registro dessas subtracBes tem por objetivo permitir que se
percorra o caminho de acordo com o sentido: dos nimeros positivos aos
negativos. A situacdo a cria a necessidade de apropriacdo conceitual de
que ha ndmeros que se localizam antes do zero. Sendo assim, o
deslocamento, na reta numérica, pertinente as subtracfes sucessivas,
requer a ultrapassagem para parte anterior ao zero. Isso, segundo
T'op6os et al. (2006), pode provocar estranheza e rejeicdo pela maioria
dos estudantes ao se depararem com a representacdo dos nimeros s - 3 e
s - 4. Contudo, ndo se descarta a possibilidade de que alguns deles
continuem a marcacdo. E, por analogia as aprendizagens anteriores,
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identifiguem o local adequado desses dois nimeros, porém, esse feito,
provavelmente, terd um carater formal; ou seja, os estudantes adotam os
procedimentos do movimento na reta, porém sem a compreensdo do
conceito propriamente dito de nimero negativo.

A existéncia de tal possibilidade torna as subtragdes sucessivas de
unidades do nimero s uma condigdo conceitual de, na reta numérica,
ultrapassar a fronteira do zero e atingir a sua parte esquerda, isto €, a
parte que possibilita a representacdo de novos niimeros: 0s negativos™.

Observa-se que a necessidade conceitual vincula-se a questdo
pedagdgica de elaboracdo da tarefa pertinente com a finalidade de os
estudantes perceberem a possibilidade de outra caracteristica do nimero:
ser negativo ou positivo, que se articula com a eliminacdo das restrigdes
da subtracdo (s6 era possivel se o subtraendo fosse menor que o
minuendo) e o zero como referéncia para relatividade (ser um nimero
positivo ou negativo). A tarefa propicia que os escolares adentrem num
contexto de execugdo independente de algumas operagfes promovidas
por aprendizagens anteriores — por exemplo, subtragdes sucessivas na
reta numérica — e enfrentem situagdes novas, que se caracterizam como
davida ou impossibilidade. Nessas circunstancias, ela da indicios das
razBes do necessario estudo dos nimeros negativos, que sdo decorrentes
das subtracdes a - b, em que o nimero b é maior que a.

Em continuacdo a situacdo a, a proxima questdo consiste em
anotar, na reta numérica, 0s nimeros correspondentes as subtracoes: s -
1; s -2;s-3;s - 4. Nessa circunstancia, a subtracdo se torna um
conceito mediador para o surgimento dos nimeros negativos. Caraca
(2010, p. 92) considera a subtracdo entre dois nimeros reais a € b, a
diferenca de a - b como um “[...] nimero relativo, que diremos positivo,
nulo ou negativo, conforme fora >b,a=b,a<b.”.

A partir desse entendimento de Caraca (2010) sobre os nimeros
negativos, é possivel admitir que a necessidade de indicacéo da situagédo
a também se caracteriza como de ordem conceitual. Essa compreensdo
de Caraca (2010) sobre os nimeros negativos leva a busca de uma
sintese sobre a trajetéria do estudante em termos de apropriacdo
conceitual: os positivos e nulo sdo estudados desde o primeiro ano
escolar na proposicdo davydoviana. Vale reafirmar que a tarefalinicia o
foco para o relativo negativo, ou seja, aqueles nimeros em que, na
diferenca de a - b, 0 nimero a é menor que 0 nimero b.

“A nomenclatura ‘negativo’, para o estudante, s6 sera apresentada em tarefas
mais adiante.
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Embora o contexto do estudo se volte ao numero relativo
negativo, a possibilidade do seu surgimento ser subtracdo sucessiva, é a
mesma que se apresenta — na proposi¢do davydoviana — no primeiro ano
escolar referente & introducdo do nimero zero, conforme indicam os
estudos de Rosa (2012) e Souza (2013). Contudo, destaco que existe
diferenca em ambos 0s processos. 1sso porque, no primeiro ano escolar,
a subtracdo sucessiva ocorre no contexto da singularidade numeérica dos
naturais, dotipo: 4 -0=4,4-1,=3,4-2=2,4-3=1e4-4=0.
Por sua vez, no sexto ano, a subtracdo se refere, além da extrapolagédo
para parte anterior ao zero, a singularidade numérica dos racionais,
como por exemplo, 2 -3 =-2,

Como os estudantes aprenderam nos anos escolares anteriores 0s
nameros decorrentes das subtracdes s - 1 e s - 2, 0 processo de registra-
los ocorrerd sem dificuldades, uma vez que procedem diretamente na
reta numérica, ou entdo, a partir do valor especifico de s, subtrair dele
um e dois. No entanto, nas tentativas de anotar os dois outros nimeros, s
- 3 es -4, é provavel que os estudantes ndo tenham sucesso, pois 0s
nameros, além de negativos, séo fracionados (T'OPBOB et al., 2006).

Com base na dificuldade dos estudantes em relagdo aos novos
nameros, o professor, ao discutir a tarefa, dirige-se para a parte anterior
a origem na reta numérica que antes era inacessivel, isto é, 0s nimeros
negativos. O mais importante é a atribuicdo de um significado especifico
a esses numeros, para o qual o estudo se dirige a partir de agora
(TOPBOB et al., 2006).

No contexto de dificuldades dos estudantes em relagdo aos
ndmeros negativos, destaco que o processo de resolucdo da tarefa
referente a situacdo a exige a marcacdo na reta numérica, do local
correspondente as subtracdes sucessivas do nimero s: s-1;s-2;s-3;s
- 4, isto é, a partir do nimero s, sdo subtraidas de uma até quatro
unidades. Em b, sdo anotados os ndimeros também na reta numérica das
referidas subtracdes sucessivas, realizadas na situacdo anterior (figura
10).

Figura 10: Representacdo dos nlmeros correspondentes as subtracoes
sucessivas do s
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Fonte: Resolucdo das situagdes com base na orientagdo de T'op6os et al. (2007).
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Essa tarefa, ao propor subtracGes, principalmente nos casos em
que o minuendo é menor que o subtraendo tem um proposito
epistemoldgico articulado com o pedagdgico, pois coloca o estudante
diante de uma situagdo desconhecida e agucante de possibilidade para
um conceito ainda ndo apropriado.

Isso significa dizer que a obtengdo dos dois Ultimos resultados (s
- 3 e s - 4) carece de significagdo conceitual e cria a necessidade de uma
tarefa que a explicite ou da intervencdo do professor. Em termos
conceituais, a necessidade gerada na resolucdo de parte da referida
tarefa é de que falta algo: o nimero negativo. Trata-se, pois, da auséncia
de um elemento imprescindivel para algo, que demanda a satisfacdo das
necessidades emergentes (LEONTIEV, 1978); no caso, o estudo de um
novo conceito matematico no campo numerico.

Observa-se, no entanto, que tal direcionamento para a
apropriagdo dos nimeros negativos também se fundamenta nas relagées
entre grandezas, que é a referéncia na proposta davydoviana para o
ensino dos niimeros. Por isso, a proxima tarefa, de acordo com T'op6os
et al. (2006), traz como conteldo a constru¢do de um movimento em
linha reta — conforme a figura 11 — que, assim como na tarefa anterior,
requer que se atinja a parte da reta situada a esquerda da origem. Porém,
o referido movimento traz outro tipo de grandeza, a vetorial, peculiar de
deslocamentos.

A grandeza vetorial se constitui, na proposicdo davydoviana,
como o elemento fundamental para o desenvolvimento do pensamento
pertinente ao nOmero negativo. Por esta razdo, requer um novo
significado para a grandeza e, consequentemente, abarca em seu sistema
outro conceito: o de vetor.

Tarefa 5:

O carro saiu do ponto A em dire¢do ao ponto B, mas depois de 60
km, virou-se e se movimentou em sentido oposto. A viagem terminou
no ponto C, a uma distancia de 20 km do ponto A. Mostre o ponto C na
figura 11. Qual é a distancia percorrida depois que o carro mudou de
sentido? (TOPBOB et al., 2007).

Figurall: Deslocamento com uma nova grandeza: vetorial
10/ km

A B

Fonte: Adaptacédo de T'op6os et al. (2007).
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Na figura 11, o ndo estabelecimento da posi¢do do ponto C em
relacdo a origem (ponto A), conforme o enunciado, cria a necessidade
de identifica-lo. A localizacdo de C é a condicdo imprescindivel para a
indicacdo da quantidade de quildmetros percorridos ap6s a mudanga do
sentido inicial do movimento do carro.

No entanto, a tarefa da possibilidade para admitir duplo
posicionamento de C na reta: a distancia de 20 km pode ser a esquerda
ou a direita do ponto A. Por consequéncia, ha duas solugdes, conforme
mostra a figura 12. Em uma delas, ao considerar o ponto C & direita de
A, o carro percorre 40 km apds mudar o sentido da viagem. A outra, ao
admitir C a esquerda de A, que implica no aumento da distancia
percorrida pelo carro para 80 km, depois da mudanga do sentido inicial
da viagem (TOPBOB et al., 2006).

Figura 12: Representa¢do das duas posi¢des do ponto C
Ponto C a direitado ponto A

A » B
10k Cle

Ponto C a esquerdadoponto A

Fonte: Resolugéo da situagdo com base na orientacéo de I'op6os et al. (2007).

Ao considerar a segunda solucdo, constata-se que se atinge a
parte anterior & origem, como na tarefa 4; porém, de outro modo: por
meio da grandeza vetorial de deslocamento. Isso ocorre por
consequéncia da mudanca do sentido da referida grandeza e pela
distancia superior aquela percorrida antes da alteracdo do seu sentido.

A atencdo dada, na tarefa, a representacdo do deslocamento numa
reta, faz a alusdo ao contexto histdrico de desenvolvimento do conceito
de nUmero negativo. Isso porque eles sé foram aceitos quando os
geometras compreenderam “[...] que em certas classes de grandezas,
como as distancias sobre uma reta ilimitada ou as dura¢@es no tempo, ha
de se considerar dois sentidos opostos.” (COSTA, 1981, p. 222).

Desse modo, a aceitacdo dos nimeros negativos esta vinculada as
grandezas que possuem sentidos opostos. Em outros termos, elas sdo as
vetoriais, visto que se caracterizam por possuir: uma direcdo, que é
determinada pela propria reta numérica; um sentido que depende de para
onde se processarda o deslocamento; e um mddulo, isto é, o
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comprimento, que dependera de uma unidade de medida, no caso,
corresponde a distancia percorrida pelo carro.

A sintese sobre o contetdo da tarefa 5 é de que a identificagdo do
ponto C em relagdo ao ponto A requer o uso de uma grandeza vetorial, o
deslocamento, que possibilita alcangar a parte da esquerda de uma reta
em relagdo a origem.

H4, pois, uma inter-relacdo entre as duas tarefas anteriores. A
tarefa 4 gerou a necessidade de um novo nimero, o negativo, por meio
da subtragdo na reta numérica. Por sua vez, a 5 da indicios de superacdo
ao anunciar com que grandeza é possivel chegar na parte anterior a
origem numa reta.

No entanto, em ambas, a reta — seja ela numérica ou ndo — serviu
para mostrar dois modos de atingir a sua parte a esquerda em relagéo a
origem: uma pela subtragdo e outra pela grandeza vetorial,
deslocamento. Contudo, na seguinte (tarefa 6), o foco é a adocdo de
outra forma de introdugdo dos nimeros negativos, que gera uma nova
necessidade.

Tarefa 6:

Selecione a equagdo que pode ser resolvida e encontre sua
solucdo ('OPBOB et al., 2007):

a) X+ 178 = 356; ) x - 178 = 356;
b) x + 356 = 178; d) x - 356 = 178.

As quatro situagfes que compdem a tarefa apresentam um teor de
avaliacdo em relacdo a capacidade dos estudantes de destacar, entre as
equacOes, aquelas cuja resolucdo ocorre por métodos conhecidos por
eles, como também, de chegar as solucdes apropriadas (TOPBOB et al.,
2006). Os autores ainda destacam que, até 0 momento, 0s estudantes
desenvolveram condi¢bes para solucionar as equagdes das questdes a, ¢
e d por meio da relagao ‘parte/todo’, pois as operagdes ainda envolvem
somente nOmeros positivos. De acordo com Rosa (2012), o
desenvolvimento conceitual dessa relagdo ocorre no primeiro ano
escolar — com o foco no sistema conceitual centrado na adicéo,
subtracdo e equacdo — em que 0 ‘todo’ possui a caracteristica de ser um
valor composto por outros dois: as ‘partes’.

Na equacdo correspondente a situacdo a, 0 uso dos conceitos de
parte e todo estd relacionado com a operacdo de subtracdo que,
conforme Rosa (2012), se caracteriza por se conhecer o todo e apenas
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uma das duas partes. Portanto, seu objetivo consiste em determinar o
valor da parte desconhecida. Entdo, o valor da incognita x, em x + 178 =
356, requer a operacao de subtragdo 356 -178, o que resulta em x = 178.

Nas situacOes c e d, as equacOes expressam duas multiplicagdes
que possuem valores desconhecidos, representados pela incdgnita x.
Para Rosa, Damazio e Crestani (2014), na operagdo de multiplicacéo,
a-b=c, o a corresponde ao valor de uma medida intermediaria (composta
por certa quantidade de unidade de medida basica), o b a quantidade de
vez que a medida intermediaria se repete e 0 ¢ ao total de medidas
bésicas. Isso significa que o conceito de multiplicacdo também esta
vinculado a relacdo entre grandezas e ela se expressa somente quando
nao se conhece o total de medidas bésicas.

As equacles da situacdo ¢ e d tém como valor desconhecido a
medida intermediaria. Isso mostra que a operacdo é a inversa da
multiplicagdo, a divisdo que, segundo Rosa, Damazio e Crestani (2014),
é definida quando se tem o total de medida béasica e o valor da medida
intermediaria e se quer determinar a quantidade de vezes da medida
intermediaria. Essas equagdes ndo atendem a definicdo de multiplicacao
e tampouco da divisdo, pois o valor desconhecido é o da medida
intermediaria. Nesse contexto, surge um problema: como encontrar 0
valor da medida intermediéria se a divisdo apenas permite determinar a
quantidade de vezes que ela aparece?

Para a solucdo do problema, adota-se a propriedade comutativa
da multiplicagdo (a - b=c e b - a=c). Por decorréncia, as equagdes ¢ e d
se transformam em: 178 - x = 356 e 356 - x = 178. Assim sendo, o valor
desconhecido é a quantidade de vezes da medida intermediaria. A
adocdo da propriedade comutativa ndo é algo novo para os estudantes,
pois é um conhecimento adquirido desde o segundo ano escolar.

X+ 178 =356 — 178 - x =356 X-356=178 — 356 - x =178

Isso torna possivel recorrer a divisdo: x = 356:178 e x = 178:356,
0 que permite identificar que, na equacdo c, a referida quantidade

N 1
corresponde a duas vezes (X = 2) e em d a metade de uma vez (x = E)'
Com isso, & possivel esclarecer os componentes da relagdo
parte/todo nas equacdes ¢ e d. Na equacdo c, o todo é o 356 e as partes

178 e x. Em d, o todo é o0 178 e as partes 356 e x. Observa-se que essa
relacdo ocorre com significacdes diferentes: na adicdo e subtracdo com a



79

ideia aditiva e subtrativa, e na multiplicacdo traz a ideia de
multiplicidade e divisibilidade.

Diferentemente das equacBes a, ¢ e d, a equacdo b mostra a
impossibilidade de solu¢cdo com os nimeros até entdo estudados, visto
que qualquer nimero positivo adicionado a 356 resulta que o primeiro
membro da equacdo torna-se maior e ndo igual ao segundo.

T'op6os et al. (2006) dizem que essa equagdo € passivel de
rejeicdo, por parte dos estudantes, com argumento do tipo: “essa
igualdade é impossivel porque qualquer valor dado a x do lado esquerdo
¢ maior do que o direito” e “n6s ndo sabemos como subtrair o maior do
menor”.

Novamente, detecta-se a necessidade conceitual de um nimero
com uma caracteristica ainda néo estudada, isto é, negativo, pois apenas
ela permite que a equagdo x + 356 = 178 tenha uma solugdo, x = 178 -
356, entdo, x = - 178.

Vale ressaltar que o resultado da equacdo b, para T'opGos et al.
(2006), possui apenas um carater formal (procedimental) e ndo indica
que o estudante ainda tenha alguma nogdo conceitual dos nimeros
negativos. Os autores também ndo descartam a possibilidade de
obtencdo do resultado errado, por exemplo, x = 178. Isso mostra que a
atengdo do estudante ndo se volta ao entendimento da esséncia da tarefa,
mas a executa formalmente, recorrendo aos procedimentos que domina.

O professor enfatizard que a compreensdo do significado de
equacles desse tipo e a busca de uma maneira de resolvé-las é algo
emergente e uma das exigéncias imediatas (TOPBOB et al., 2006). Essa
auséncia conceitual dirigira o ensino para os nimeros negativos.

A caréncia do nimero negativo é o teor da tarefa 6, que solicita a
resolucdo de equagdes. Em algumas delas, a incognita x ha de ser menor
que zero para que se obtenha a igualdade entre os dois membros. Nesse
caso, hd um conceito ainda desconhecido dos estudantes, imprescindivel
para a resolucdo da equacdo. Ha uma repeticdo de mesma necessidade,
embora diferente daquela emergente abordada pela tarefa 4. Isso porque,
primeiramente, sua génese foi a subtracdo e, na tarefa em analise foi a
equacdo. Significa dizer que, na Matematica, ndo existe apenas uma
forma de se chegar aos nimeros negativos.

Do conjunto de tarefas analisadas, é possivel dizer que elas, além
de criarem expectativas e necessidades, também trazem elementos
necessarios pertinentes ao conceito de nimeros negativos. Na primeira e
na terceira, recorrem ao uso dos conceitos até entdo apropriados pelos
estudantes, tais como o0 de subtracdo e o de equagdo, para a
demonstracdo da necessidade do estudo de novos nimeros, no seu
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processo de resolucdo. Relativamente a segunda tarefa, ela elege o uso
de uma nova grandeza, a vetorial, que possibilita a obtencdo dos
nimeros que sdo conhecidos pelos estudantes e, além disso, permite
também chegar aos nimeros desconhecidos.

Na proxima se¢do, como anunciado no inicio do capitulo, a
analise adentrara nas tarefas, cujo desenvolvimento, pelos estudantes,
possibilita a superacdo das resolucBes por procedimentos meramente
formais, pois instigam a apropriacdo das significagdes essenciais do
conceito de nlimero negativo.

3.3 0S NUMEROS NEGATIVOS

Esta secdo se caracteriza pelas tarefas particulares que se referem
ao estudo do conceito de nimero negativo. Nela sdo analisadas,
especificamente as necessidades ndo s6 da introdugdo dos numeros
negativos, mas também do zero e do nimero positivo.

3.3.1 Introdugdo dos nimeros negativos

A presente secdo tem por objetivo a introducdo dos nimeros
negativos. Para cumprir tal proposito, a primeira tarefa particular
apresenta duas caracteristicas importantes. Uma delas é que promove a
transferéncia do método usado na medicdo das grandezas escalares
(comprimento, area, volume, massa, etc.) para a medicdo das grandezas
vetoriais, representadas por vetores. A outra estabelece que, ao se medir
um vetor, é condi¢do que se tome outro como unidade, desde que tenha
0 mesmo sentido.

Em se tratando do método usado para a medicdo de grandezas,
recorro a Caraga (2010) ao afirmar que medir consiste na comparacgéo de
duas grandezas da mesma espécie: dois comprimentos, dois pesos, dois
volumes, entre outras. Nesse processo se destacam trés fases vinculadas
entre si: a escolha da grandeza tomada como unidade; a comparacdo da
unidade com a grandeza a ser medida; e a expressao do resultado dessa
comparagao por um nimero.

De um modo similar, Costa (1866) considera que medir uma
grandeza corresponde a determinacdo de quantas vezes ela contém a
outra grandeza de mesma espécie tomada como unidade. Existe, entdo,
uma relagdo dos niimeros com as grandezas, ou seja: “[...] 0os nimeros
sdo expressdes de medida das grandezas.” (COSTA, 1866, p. 9).

E nesse contexto de medigdo de grandezas que se inicia o estudo
das tarefas particulares referentes a introducéo dos nimeros negativos.
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Tarefa 7:

a) A partir da unidade E (figura 13), construir um segmento de
comprimento:

)D=E+E;, 2)B=E+E+E;, 3)C=E+E+E+E.

Figura 13: Comprimento
E

Fonte: Adaptacédo de I'op6os et al. (2007).

b) Medir o comprimento E, D, Be T,onde T=E+E + -+ E,

n
com a unidade E:

E D B

. —_— . —-T
E 'E 'E 'E

c) De que outra forma é possivel registrar os resultados da
medicao dessas grandezas?

d) Construa os vetores:
1)d=¢e¢+%e 2b=ec¢+e+e 3c=ec¢+e+e+e

Figura 14: Vetor
e

[
-

Fonte: Adaptagdo de I'op6os et al. (2007).

e) Seja t==e+ e+--+ e, como especificar a relagdo dos
n
vetores d, b, e e t com o vetor e (ligados por seu médulo e sentido com
0 médulo e o sentido do vetor e)? (TOPBOB et al., 2007).

O pressuposto é que as situacBes a, b e ¢ reproduzem o
conhecimento apropriado pelos estudantes desde o primeiro ano escolar.
Ndo é demais reafirmar que esse periodo escolar ¢ marcado pela
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introducdo das grandezas (comprimento, area, volume, etc.), pois o
conceito de nimero se alicerca na relacdo entre elas.

A situacdo a requer a construcdo de segmentos, conforme
solicitacdo, nos itens 1, 2 e 3, por meio da unidade E. Nesse caso, 0s
segmentos D, B e C possuem, respectivamente, comprimentos iguais a
dois, trés e quatro segmentos de E (figura 15).

Figura 15: Representagdo dos segmentos D, Be C
D B

— — — —1

E E E E E

[

E E E E
Fonte: Resolucéo da situacdo com base na orientacdo de T'opGos et al. (2007).

Diferentemente da situacdo a, a b e ¢ solicitam o uso do nimero
como meio de expressar as relacbes entre as grandezas. Mais
especificamente, sdo adotadas as duas formulas que retratam o conceito

tedrico de nimero que, para Rosa (2012), sdo: %= ceA=cB (A

representa a grandeza a ser medida, B a grandeza tomada como unidade,
e ¢ 0 nimero gue manifesta a relacdo entre as duas grandezas).

Essas formulas revelam duas relagcdes entre as grandezas: a de
divisibilidade e a de multiplicidade. Na primeira relacdo, A, ao ser
dividido em partes iguais a B, resultard em ¢ partes. E, na segunda, A
sera igual a ¢ vezes B (ROSA, 2012).

Ambas as relacdes se apresentam nas situacdes b e ¢c. Em b,
recorre-se a relacdo de divisibilidade entre E, D, B e T com a unidade E.
Tal relacdo indica em quantas partes, iguais a grandeza E, é possivel
dividir E, D, B e T. Ap6s a devida comparacdo, as respectivas relacdes

~ . E D B T
sdo expressas do seguinte modo: z=Lo=2-=3-=n

Na situacdo c, o processo comparativo entre as grandezas E, D, B
e T, tomada E como unidade, expressa a relagdo de multiplicidade, ou
seja, E=1E,D=2E,B=3EeT=nE.

Observa-se que até a situacdo c, as relacbes se ddo entre
grandezas de comprimento. A partir de e, 0 vetor passa a ser o objeto. E,
como tal, requer a observancia de suas caracteristicas: médulo
(comprimento), direcéo e sentido.
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A adocdo do vetor como objeto de medida, nas préximas tarefas,
permite a constatacdo de que ocorre a passagem das grandezas escalares
para a vetorial. Repete-se, pois, o ocorrido na tarefa 4 que gerou a
necessidade do niimero negativo, bem como na tarefa 5 que explicitou a
grandeza a ser usada para atingir a parte anterior a origem da reta
referente aos nimeros negativos.

A passagem do estudo da grandeza escalar para as vetoriais
requer a representagcdo por vetores. Além disso, é necessario que se
esclareca aquilo que é comum e também o que é distinto entre elas. Isso
se torna referencial a partir da comparacdo das situaces a, b e ¢ —
grandeza escalar de comprimento — com as questdes d e e — vetor.

Assim como ocorreu com 0 comprimento na situacdo a, em que
se identificou a quantidade de vezes que a unidade se repete na grandeza
a ser medida, com os vetores ocorre 0 mesmo procedimento. Isso é

possivel se verificar na situacdo d, na qual sdo construidos os vetores d,
b e T a partir do vetor unidade e. Em outras palavras, a determinagéo de
cada vetor (d, b e C) esta atrelada & quantidade de vetor unidade, como
mostra a figura 16, ou seja: d = 2e, b = 3e e T = 4e.

Figura 16: Representacéo dos vetores d, b e ¢ por meio do vetor &
d b

I E————— [ —t— —1

\> /=\= 5

e e

=l
ol
ml(

al

L

RN N

€ e e e
Fonte: Resolugéo da situagdo com base na orientacéo de I'op6os et al. (2007).

—

Em e, a comparacdo de dois vetores ndo se limita apenas ao seu
médulo — como ocorria na relacdo entre duas grandezas de comprimento
—, pois exige outra caracteristica: a analise do sentido deles. Isso s6 é
possivel se os vetores em comparagdo tém a mesma direcdo, Ou seja, se
€ tem uma direcdo e faz parte dos vetores b, d e t, significa dizer que
eles possuem a mesma diregdo que e.

A analise do sentido dos vetores €, b, d e , na situacdo e, se
revela, em termos pedagdgicos, com o propdsito de gerar uma nova
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necessidade conceitual: a comparacdo dos sentidos dos mencionados
vetores, vinculada com a introdugdo dos nimeros negativos.

O fato de os vetores ¢, d, b e e terem o mesmo sentido da
unidade e acarreta que a comparacdo entre eles seja representada pelos
mesmos numeros das situacdes b e c. Portanto, o resultado de tal
comparagéo é: t =ne; d = 2e; b = 3e; e = le.

A necessidade de comparar vetores de mesmo sentido, por si S0,
ndo garante o estudo dos nimeros negativos, pois se assim fosse ele se
apresentaria na presente situacdo. O referido proposito requer algo mais,
0 que surgira na proxima tarefa.

Na tarefa 8, o foco continua na comparagéo entre vetores, porém
em sua situacgdo ¢, surge um problema: o vetor a ser medido e o vetor
unidade estdo em sentidos opostos (TOPBOB et al., 2006).

Tarefa 8:

a) Construa os vetores:

Nd=ze m=1

o ln

g 3)b=15e 4)a= 154

Figura 17: Representacéo do vetor unidade e

e

o
-

Fonte: Adaptagdo de I'op6os et al. (2007).

b) Construa um vetor oposto ao vetor b.

c) Como definir a relacdo entre o vetor — b com o vetor e (ligados
por seu médulo e sentido)?

-b= e

JIE

d) Construa os vetores:
1) t= —05¢; 5= -2:%

e) Quais sdo 0s nimeros expressos na relacdo dos vetores ¢, —c,
S, —S com o vetor e?
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—C s
e e

ol 0l

A partir do vetor unidade e, conforme situagdo a, sdo construidos

os seguintes vetores d, 7, b e @ (figura 18). Tal construgio envolve o
conhecimento da singularidade numérica dos racionais (DAVYDOQV,
1982), como também de diferentes bases numéricas.

a partir do vetor e

Figura 18: Representac&o dos vetores d, m, b ea a
3 [ ]

i 1

{ha=zz zym=1:e

[ [ ] [ [

- [ 1=

H3)b=1,5¢ 4)a=1,5¢ €

Fonte: Resolucéo da situacdo com base na orienta¢do de T'op6Gos et al. (2007).

O desenvolvimento da situacdo b continua com a construcédo de
vetores, mas com a diferenca de que muda o sentido, isto é, o oposto do
vetor b (figura 19). De acordo com Winterle (2000), o oposto de um
determinado vetor é aquele que mantém o mesmo médulo e direcéo,
porém, o seu sentido é contrario.

Figura 19: Representacao do oposto do vetor b
-b

=
>

Fonte: Adaptacdo com base em T'op6os et al. (2007).

A partir da abordagem do vetor e seu oposto é que o modo
davydoviano de organizacdo do ensino propde, aos estudantes, a tarefa
que traz algo de essencial ao estudo dos nimeros negativos: o sentido
oposto de um vetor em relacéo a outro.

No entanto, vale enfatizar que a introducdo desses numeros
somente acontece na resolucdo da situacao c. Por essa situacao tratar da

comparacéo do vetor oposto -b com o €, ela carece da explicitagdo das
suas caracteristicas de médulo e sentido. Isso significa o surgimento de
outra necessidade: a especificacdo, ndo somente do seu médulo, mas
essencialmente do seu sentido em relacéo ao vetor e.

Nesse estagio de desenvolvimento do pensamento conceitual de
um novo nimero, hd de se perguntar: onde estd o seu contetido
aritmético? Coloco no ambito desse questionamento a afirmacdo de
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T'op6os et al. (2006) que esse momento no qual se insere a situacdo ¢ é
marcado por outra necessidade: o registro numérico nao sé da correlacdo
entre os modulos, mas ao mesmo tempo, dos seus sentidos.

A especificacdo da comparacdo dos vetores -b e g leva a
necessaria explicitacao da relacdo entre os seus modulos e sentidos. Por
se tratar da comparacgdo de duas grandezas da mesma espécie, acarreta

na medida do vetor -b, a partir da unidade vetor e. Tal medicdo
proporciona que o resultado seja um ndmero. Por consequéncia,
apresenta-se a necessidade do registro numérico das caracteristicas de
maodulo e sentido de ambos os vetores.

Com base na comparacdo necessaria a situacdo c, é possivel
afirmar que ela s6 atende em parte a possibilidade de exprimir

numericamente a relacio entre os vetores -b (figura 19) e e (figura 17).
Tal incompletude advém porque os estudantes até podem analisar o

moédulo de -b em relacdo a e e expressar com numeros estudados, o0s
positivos, denominados por Top6os et al. (2006) de conhecidos®.
Porém, eles ndo consideram que ambos os vetores (a ser medido e o
unidade) tém sentidos opostos.

Como meio de superar a referida insuficiéncia dos nlmeros
anteriores, T'opoos et al. (2006) sugerem a introducdo de novos
nameros, 0s quais expressem ndo somente a relacdo entre os madulos
dos vetores, mas também os sentidos, necessariamente, opostos.

Nesse contexto, apresenta-se outra necessidade de ordem
representativa e de distingdo, pois no processo histérico ndo se criou um
signo para o0s novos nimeros. Por isso, precisa um componente
simbdlico, sinal, que se acrescentara aos signos para diferenciar
daqueles adotados para 0s ndmeros positivos. E esse sinal que
caracteriza 0s niimeros negativos e se vincula ao sentido oposto de dois
vetores. Esse componente, segundo I'op6oe et al. (2006), corresponde
ao sinal menos “-”, adotado no capitulo anterior (Deslocamento e
Vetor), para indicar o deslocamento oposto, porém com a finalidade de
representar/indicar os sentidos opostos de dois vetores.

Na traducdo das orientacBes referentes & tarefa de introducdo dos niimeros
negativos, primeiramente consta que esses novos nimeros sdo Opostos aos
nimeros ja conhecidos (positivos) pelos estudantes. Depois, a expressdo ‘os ja
conhecidos’ € mencionada como os ‘antigos’, pois, nessa altura, o estudo é
marcado pela introdugdo de novos nlmeros. Assim sendo, adotarei a
denominacdo de ‘anterior’ para mencionar os numeros ja conhecidos pelos
estudantes.



87

O sinal de menos, portanto, supriu a necessidade de representacdo
dos novos nimeros surgidos da relacdo entre dois vetores de sentidos
diferentes. Como dizem T'op6os et al. (2006), “-” é usado para indicar
gue 0s novos nameros Sao opostos aos até entdo conhecidos, os
anteriores.

Observa-se que as situacBes de cada tarefa, aparentemente
simples, trazem implicitamente questdes conceituais e didaticas novas
que propiciam tanto a articulagdo entre si como a vinculagdo com tarefas
do proprio capitulo e anteriores. Contudo, salienta-se a possibilidade que
elas trazem para o surgimento de necessidades conceituais que, por sua
vez, propdem a elaboragdo de novas situagBes ou tarefas. Nelas, a
relacdo de ‘vetores opostos’ € transferida para ‘0s nlimeros opostos’,
decorrentes da medicdo do vetor oposto com o auxilio do vetor unidade.
No desenvolvimento de futuras agdes e suas correspondentes tarefas
particulares, essa relagdo vetorial, traduzida em representacdo numérica,
serd a base para a introdugdo da adicao e subtragdo de nimeros positivos
e negativos (TOPBOB et al., 2006).

Vale reafirmar que, somente depois do ensino dessas duas
operacles, se introduzirda a nomenclatura: “numeros negativos” e
“nameros positivos”. Até entdo, conforme I'op6os et al. (2006), importa
que os alunos compreendam a ideia basica caracterizadora do conceito:
a relagdo ‘ser oposto’. Por exemplo, 0 hiimero -2 é 0 oposto do nimero
2, e ndo como um nome proprio de um nimero negativo, 0s NUMeros
com “menos”.

Essa referéncia conceitual (o oposto de) é base para que, na

situagdo c, a relacdo de multiplicidade e divisibilidade — entre o vetor -b

e 0 vetor e — seja expressa do seguinte modo: -b = -1,5¢ e ;b =-15.Em
se tratando da relacdo de multiplicidade, corresponde que o vetor oposto
de b (-b) é igual a uma vez e meia o0 vetor e e 0 sentido de ambos €

oposto. Na relacdo de divisibilidade, o vetor oposto de b (-b), ao ser
dividido em partes iguais ao vetor e, resulta em uma parte e meia e,
também, com sentido oposto.

Nota-se que as relacdes entre grandezas, como base genética
essencial do conceito de nimero, mantém-se para 0s negativos, porém,
elas envolvem os vetores — representativos das grandezas vetoriais —,
mais especificamente, de sentidos opostos. Portanto, eles foram
introduzidos num processo cuja organizacéo didatica privilegiou a inter-
relacdo das seguintes ideias: a construcdo dos vetores, a comparagédo do
sentido entre eles e a comparacao entre aqueles de sentidos opostos.
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A organizacdo das tarefas particulares para a apropriacdo do
conceito de nimero negativo com o significado de oposto, mediada pela
grandeza vetorial (vetor), permite a inferéncia de que o ensino do
referido conceito s6 é possivel porque a mencionada grandeza possui
caracteristica diferente das escalares.

As grandezas escalares nao apresentam a credencial necessaria ao
estudo do nlmero negativo, isto é, o sentido. Por isso, a emergéncia de
uma organizacdo que crie as condicGes didaticas de passagem da
grandeza escalar para a vetorial, no estudo dos ndmeros, conforme a
situacdo d da tarefa 7. E, pois, desta situacio que brotam necessidades
conceituais que identificaremos a seguir.

O vetor, como condicdo genética, explica a insuficiéncia das
grandezas escalares para o estudo do nimero negativo, pois elas nao
apresentam uma caracteristica essencial a tal finalidade: o sentido. Dai
que a situacao d da tarefa 7 se caracterize como uma necessidade.

A situacdo e (tarefa 7) também motiva a emergéncia de uma
necessidade conceitual, pela exigéncia de comparar, além dos mddulos
dos vetores, o0s seus sentidos, ausentes nas grandezas escalares que séo
conhecimento predominante dos estudantes.

Pelo fato de o vetor oposto estar ausente no contexto dos nimeros
e, a0 mesmo tempo, constituir-se como elemento conceitual do nimero
negativo, a sua construcdo (situacao b da tarefa 8) se transforma em uma
necessidade para a introducéo do referido nimero.

Cabe informar que, para I'op6os et al. (2006), é somente no final
do sexto ano escolar com o estudo dos negativos que se forma a ideia
completa sobre o nimero real. Porém, ressalta-se que na organizagdo
davydoviana do ensino isso se inicia desde o primeiro ano, com 0s
ndmeros positivos.

Conforme Rosa (2012), tal proposicdo inicia com o ensino dos
nameros reais, centrado nos positivos e o zero, decorrentes da relacdo
entre grandezas escalares: comprimento, area, volume, entre outras.

Mais uma vez, vale reportar que o significado de nimero
negativo esta relacionado com o conceito de oposto, que sera referéncia
nas situacdes d e e (tarefa 8). Nesse sentido, a situagdo d propde a
construcdo dos vetores ¢ e 5, conforme a figura 20™. Tal construcéo
auxiliard tanto no desenvolvimento da situacdo e como na comparagédo
entre os vetores, uma vez que 0 seu objetivo consiste em mostrar qual é
0 oposto de um nimero oposto. Portanto, a tarefa é anunciativa para as

Na figura 20, foram acrescentados os vetores - ¢ e - 5 com o intuito de auxiliar
a comparacdo a ser realizada na questéo e.
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posteriores, que tratardo da formacdo do pensamento conceitual de
guando um niimero € oposto de si mesmo.

Figura 20: Representagdo dos vetores ¢, -c, s e -s a partir do vetor e
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Fonte: Resolucéo da situacdo com base na orientagéo de T'opGos et al. (2007).

Em e, ao comparar cada grupo de vetores (c e -c) e (s e -s) com 0
mesmo vetor unidade e, verifica-se que 0s nimeros que representam
suas relag@es s&o: -0,5, 0,5, -23, e 22. Em sintese, eles sdo 0s opostos (se
negativos) ou os anteriores (se positivos), conforme o sentido dos
vetores.

A partir desses resultados, constata-se que a comparagdo entre
dois vetores de mesmo médulo, mas de sentidos diferentes em relacgéo a
um mesmo vetor unidade, resulta em nimeros opostos. No entanto, essa
ideia aparentemente genérica ndo se aplica a um Gnico nimero, o zero,
como evidenciara a tarefa 10. Por isso, esse niimero serd a referéncia na
préxima tarefa e subsecéo.

3.3.2 0 zero

Esta subsecdo consta de duas tarefas particulares que tém como
finalidade retratar a existéncia um nimero, cujo oposto é ele proprio.

Tarefa 9:

Expresse a medida do vetor zero por meio dos vetores unidades
b, m e d, conforme a figura 21 (TOPBOB et al., 2007).

Figura 21: Vetores b, me d
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Fonte: Adaptacéo de T'op6os et al. (2007).
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O vetor zero, para Winterle (2000), corresponde a um ponto
qualguer do espago com as seguintes caracteristicas: 1) sua origem
coincide com sua extremidade e, consequentemente, ele representa que
nao houve deslocamento; 2) ndo possui sentido e direcéo definidos.

A constatacdo de que o vetor zero representa um ponto e sem
deslocamento, permite concluir que a sua medi¢do, tomando qualquer
outro ndo nulo como unidade, resulta em nenhuma medida. Ou seja, a
expressdo da comparacdo do vetor zero por b, m e d é nenhuma medida.
O zero, no contexto do vetor, determina a relacéo entre o vetor nulo com
qualguer outro vetor que ndo seja nulo (TOPBOB et al., 2006).

A tarefa a seguir procura atribuir outra caracteristica ao nimero
zero, além da indica¢do nenhuma medida.

Tarefa 10:
a) Construa os vetores:
1)b=-Tn; 2)c=7(n); 3)d=130; 4)1=-80

Figura 22: Vetor unidade n
n

=
>

Fonte: Adaptacdo de T'op6os et al. (2007).

b) Compare os vetores:
1)bec;, 2)del.

A construcao solicitada na situacdo a adota por base dois vetores

unidades distintos, sendo um nulo e o outro ndo. Apesar de os vetores b
e ¢ (figura 23) serem expressos por nimeros diferentes — oposto (-7, no
item 1) e anterior (7, no item 2) —, eles possuem 0 mesmo sentido. Isso
porque o vetor b, por ser igual a menos 7 7, tem como significado que
seu modulo é sete e 0 seu sentido é oposto (-) ao vetor 7. Assim
também, o vetor ¢ possui modulo igual a sete, mas nele existe a
indicacdo (-n) de que o vetor unidade é oposto a ele mesmo.
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Figura 23: Representacéo dos vetores b e ¢
ol [, b
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Fonte: Resolucéo da situagdo com base na orienta¢do de T'op6Gos et al. (2007).

A terceira e a quarta situacdes apresentam vetores (d e ) com
sentidos opostos em relacdo de igualdade estabelecida pela

multiplicagcdo de um nimero por 0, respectivamente, 13 e -8. Observa-se
gue, ao serem expressos pelo vetor nulo, trata-se apenas de um convite a

reflexdo, por parte dos estudantes, pois se 0 é unidade de medida, torna-
se impossivel o processo de medicdo, isto é, indicar quantas vezes ele se
inclui em outro vetor. Em termos aritméticos e algébricos ndo se
verificaria a relacdo de divisibilidade do modelo universal do conceito
de nlmero, ou seja, estaria ocorrendo aquilo que em Matematica ndo se
admite, a divisdo por zero.

Contudo, essas duas situagdes contribuem para a analise de que o
oposto do vetor nulo ou zero é ele proprio, pois ao adota-lo como
referéncia ndo é possivel deslocd-lo em nenhum dos dois sentidos.
Qualquer deslocamento, a partir dele, caracteriza necessariamente outro

vetor diferente de 0. Por consequéncia, 0 zero n&o é nem negativo, nem
positivo (TOPBOB et al., 2006).

Assim sendo, essa tarefa supriu a necessidade da existéncia de
um unico nimero que se admite como sendo oposto de si, o zero. Trata-
se, entdo, de uma excecdo, uma vez que os demais nimeros também
admitem somente um simétrico, que nao sdo os proprios. Por exemplo,
um ndmero negativo também tem um (nico nimero oposto que é o
valor que, na reta, esta localizado a tantas unidades quanto ele em
relacdo ao zero, em sentido oposto.

A proxima tarefa também esta no contexto do oposto, porém o
seu foco é para as determinacdes dos sinais usados nos ndmeros que
expressam a comparacdo de cada um dos dois vetores opostos (a e -a)
com outro vetor tomado como unidade (e) e do nimero que representa o
médulo dos vetores, independentemente se eles tenham sentidos
0postos.

3.3.3 O NUmero positivo

Nesta subsecdo, analiso o surgimento dos nimeros positivos,
agora ndo mais no contexto conceitual da relacdo entre grandezas
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escalares, mas no &mbito genético dos nimeros negativos: por exemplo,
por meio de dois conjuntos de vetores opostos a uma mesma unidade,
como na tarefa 11. Além disso, é especificada a questdo do uso dos
sinais de “+” para positivo e “-” para negativo. Subjacentemente esta a
ideia de relatividade dos numeros reais, qual seja: ser positivo ou
negativo, ao se estabelecer como referéncia o zero.

Tarefa 11:

Seja a = -3e. Determine:

a, a, al. I-al
1) = 2) = 3) L 4) R

Qual a diferenca dos nimeros que expressam a relacdo de vetores
opostos a mesma unidade? O que elas tém em comum? Como vocé pode
chamar esses nimeros? O que poderia ser chamado de o nimero do
mé6dulo? (TOPBOB et al., 2007).

A tarefa toma como indicador a expressdo de uma relagdo
(medida) entre dois vetores. Genericamente, pelo modelo universal de
namero, isto €, o vetor a possui comprimento igual a trés vetores e e 0s
sentidos de ambos sdo opostos (figura 24).

Figura 24: Representagdo da comparagao dos vetores a e e
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Fonte: Resolugéo da situagdo com base na orientacéo de I'op6os et al. (2007).

A partir dos vetores a e e sdo estabelecidas quatro relacfes
distintas entre eles. Nas situa¢des 1 e 2, as comparagdes entre 0s vetores
opostos (a e -a) com um mesmo vetor unidade (e) sdo representadas por
um simbolo numérico e mais um sinal (figuras 25 e 26).

Figura 25: Comparacéo dos vetores a e e
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Fonte: Resolucéo da situacdo com base na orientacdo de T'opoog et al. (2007).
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Figura 26: Comparacao dos vetores -a e e
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Fonte: Resolucéo da S|tua(;ao com base na orienta¢do de I'op6os et al. (2007).

Tal sinal depende de como sdo os sentidos dos dois vetores
comparados. Mais especificamente, quando os dois vetores possuem
sentidos opostos, ¢ indicado com o sinal de menos “-”, mas caso eles
tenham o mesmo sentido, é representado por outro sinal, o de mais “+”
(TOPBOB et al., 2006). No que se refere ao simbdlico numérico, ele é o
mesmo na comparagdo tanto do vetor a, como do -a, com o e.

O resultado da comparagdo dos vetores dos itens 1 e 2 é: o
ndmero oposto, negativo, e um ndmero anterior, positivo; cada qual
antecedido por sinais distintos. T'op6os et al. (2006) consideram que €
obrigatério o sinal de menos “-” nos nimeros negativos. Nos nimeros
positivos ndo se faz a exigéncia da indicagcdo do “+”, visto que sua
auséncia mostra que 0 niimero ndo é negativo.

Diferentemente das situac¢des iniciais (1 e 2), 3 e 4 restringem a
relacdo entre dois vetores opostos (a e -a) com um mesmo vetor
unidade (e) para apenas uma das caracteristicas, 0 médulo (figuras 27 e
28). Essa restricdo possibilita afirmar que a expresséo da relagdo tanto
do [a] como do |-a| com o |e| € um nimero positivo. De acordo com
Loreto e Loreto Junior (2014, p. 5), “o médulo é um nimero positivo, se
o vetor ndo ¢ nulo, e zero se o vetor € nulo”.

Figura 27: Comparacdo dos mddulos dos vetores a € e
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Fonte: Resolugdo da snuagao com base na orientagdo de I'op6os et al. (2007).

Figura 28: Comparacdo dos madulos dos vetores -a e e
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Fonte: Resolucdo da situacdo com base na orientagdo de T'op6os et al. (2007).
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Em outras palavras, mesmo que na comparacdo de dois vetores
eles tenham sentidos opostos (figura 27), a restricdo para somente o
modulo desses vetores, isto €, 0s seus comprimentos, significa que sera
obtido apenas um ndmero positivo; ou seja: a quantidade de vezes que o
vetor unidade cabe naquele a ser medido, independente dos sentidos.

Quanto a diferenca dos nimeros (primeira pergunta) tem-se: 1 e 2
abordam os nimeros positivos e negativos; por sua vez, 3 e 4 apenas 0
positivo. Apesar dessa diferenca existe algo comum (segunda pergunta
da tarefa) entre os pares (1,2) e (3,4) de vetores opostos em relacéo a
uma mesma unidade, que é o nimero positivo, que também responde a
terceira pergunta. A quarta questdo decorre dos itens 3 e 4, referentes
exclusivamente ao médulo, em que o nimero representa 0 comprimento
dos vetores.

Assim sendo, essa tarefa supriu a necessidade de revelar as duas
caracteristicas dos vetores que originam 0s nimeros positivos. A
essencial € o modulo; mas também o mddulo e o sentido com uma
condi¢do: os sentidos dos vetores serem 0s mesmos, pois, se forem
opostos 0 nimero da comparagao é o negativo, e ndo o positivo.

A tarefa a seguir, em continuidade a anterior, propde que sejam
verificados quais sd@o os modulos e os sinais dos nimeros m e —-m em
quatro distintos modos de combinacao dos sentidos de dois vetores.

Tarefa 12:

Seja§ = m. Encontre 0s mddulos e 0s sinais dos nimeros m e -m,

em conformidade com as situacdes a, b, ¢ e d da figura 29 (TOPBOB et
al., 2007):

Figura 29: Situag0es a, b, c e d da tarefa 12
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Fonte: Adaptagdo de ['op6Gos et al. (2007).
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No que se refere aos nimeros m e -m, eles sdo decorrentes da
relacdo entre dois vetores. O m, de acordo com o enunciado, indica em
guantas partes iguais ao vetor e foi dividido o ¢ (% =m). O -m também
representa a quantidade de partes iguais em que foi dividido um vetor
em relacdo a outro. Contudo, necessita que um deles (¢ ou 0 e) que
determina 0 nimero m, tenha sentido contrario, pois o nimero -m ¢
0posto ao m.

Com base nessa necessidade, o vetor que possui sentido oposto
para a determinagdo do nimero -m é o c¢. Assim sendo, 0 nimero -m
deriva da divisao de -¢ por & (g).

A partir da verificagdo de como surgem os nimeros m e -m, a
tarefa doze propde a analise de quais sdo os médulos e os sinais
correspondentes aos referidos nimeros em quatro modos distintos (a, b,
¢, d) de combinagdo entre dois vetores. Em outras palavras, significa
identificar as caracteristicas de mddulo e sentido dos vetores ¢ e -c em
relacdo ao e, porém nao inter-relacionadas, ou seja, cada uma de modo
independente. Isso que dizer que o modulo estd vinculado ao
comprimento dos vetores e o sentido ao sinal.

Na situagdo a, ao dividir os vetores ¢ e -c em partes iguais a
unidade e (figura 30) e considerar somente essas divisdes, estas
representam 0 médulo dos nimeros m e -m que é igual a quatro (|m| =
|-m| =4).

Figura 30: Situagdo a: comparagéo do vetor e comc e -¢
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— NS SE SN -

©f | al

N

e e e e

PR \7>T

L]

=+=-m

e e e e [ 1]
Fonte: Resolugéo da situagdo com base na orientacdo de 'op6os et al. (2007).

A igualdade de moédulo dos nimeros m e —m significa que as
relagdes estabelecidas entre os vetores opostos ¢ e -¢c com 0 e se limitam
apenas ao seu comprimento. Ainda na situacdo a, o sentido é outra
caracteristica dos vetores ¢ e -¢ em relacdo ao e, que se manifesta nos
sinais correspondentes aos nimeros m e —m. O sinal de m (-4) é de
menos “-”, visto que os vetores ¢ € e possuem sentidos opostos. E o
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sinal de -m (+4) é de mais “+”, ou seja, o contrario de m, uma vez que 0s
vetores -c e e possuem mesmo sentido.

Passo a analisar a situagdo d, pois os sinais dos nimeros sdo
idénticos ao da situacdo a, m (-3) e -m (+3). Isso acontece porque 0S
vetores ¢ e e, que ddo origem ao sinal de m, também tém sentidos
opostos. No entanto, os mddulos dos vetores presentes em ambas as
situacBes sdo distintos, pois os vetores sdo igualmente diferentes. Dessa
maneira, ao dividir os vetores ¢ e -c em partes iguais ao e (figura 31),
verifica-se que cada um deles resulta em trés partes. Em sintese, o
mdédulo concernente aos nimeros m e -m é trés (lm| = |-m| = 3).

Figura 31: Situagdo d: comparagdo do vetor e comc e -c

\ < [T 1]

R

e

e

I — ——1]

e e e
Fonte: Resolugdo da situagdo com base na orienta¢do de T'op6os et al. (2007).

Nas situacdes b e ¢, os sinais dos nimeros m e -m s&o contrarios
aos das situacdes a e d, pois 0s vetores ¢ e e que originam m possuem
sentidos iguais. Assim sendo, o sinal do nimero m ¢ de mais “+” ¢ 0 do
-m ¢é de menos “-”.

No que concerne ao mddulo das situacdes b e c, eles sdo
diferentes. Em b, ao dividir os vetores ¢ e -c em partes iguais ao e
(figura 32), constata-se que cada um deles resulta em seis partes inteiras;
contudo, resta uma porgao que é menor que o vetor unidade. Para tanto,
recorre-se a divisdo de e em n partes iguais, com a condi¢do de que
qualgquer uma delas caiba uma quantidade exata de vezes na por¢ao.

Em outras palavras, o vetor unidade e foi divido em trés partes
iguais, pois cada qual cabe duas vezes na por¢do restante dos vetores ¢ e
-c. Além disso, cada uma das seis partes inteiras de ¢ e -c¢ cabe trés
partes das subdivisfes, o que resulta num total de dezoito partes.

A divisdo dos vetores ¢ e -c em partes iguais ao e ndo é exata.
Isso solicitou que e também fosse dividido em trés partes iguais, cada

1 .
qual correspondente a > Por conseguinte, constata-se que, em ambas as
. ~ ;. 1— . ) ,
situagdes, ha vinte partes de € ouseja, 0 mdédulo dos nimeros m e —m

é vinte tergos (|m| = |-m| = 2_30)_
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Figura 32: Situacdo b: comparacéo do vetor e com ¢ e -¢
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Fonte: Resolucéo da situacdo com base na orienta¢do de T'opGos et al. (2007).

Na situacao c, a divisdo dos vetores ¢ e -c, em partes iguais ao e
(figura 33), resulta em cinco partes. Dessa forma, o modulo que
representa os nimeros m e -m é cinco (|m| = |-m| = 5).

Figura 33: Situagdo c: comparacao do vetor e com ¢ e -¢
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Fonte: Resolucdo da situagdo com base na orientagdo de T'op6os et al. (2007).

[

Y

A identificacdo dos mddulos e dos sinais dos nimeros m e -m,
nos quatro modos de combinagdo entre os vetores, serve de referéncia
para que na tarefa 13 seja analisado o sinal de um niimero oposto.

Tarefa 13

a) Qual é o sinal do nimero -n, em que:
1) n — um ndimero positivo;

2) n— um nimero negativo;

3)n=07?

b) Qual é o sinal do nimero n, em que:
1) -n — um ndimero positivo;

2) -n — um nUmero negativo;

3) -n = 0? (TOPBOB et al., 2007).

A resolucéo das situactes a e b depende dos resultados obtidos na
tarefa anterior, especialmente, pelos sinais decorrentes das comparagdes
entre os sentidos dos vetores nas situacdes de a até d. Vale lembrar que,
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na tarefa 12, os resultados da comparacédo entre os vetores foram: para
vetores de sentidos iguais (situacdes b e c), os nUmeros m tém sinal de
mais “+” e os numeros -m possuem sinal de menos “-; para vetores
com sentidos diferentes (situacGes a e d), os sinais dos nUmeros m sdo
de menos “-” e 0s sinais dos nimeros -m sdo de mais “+”.

A resolucdo da tarefa 13 envolve o conceito de oposto, pois a
partir de um namero dado (n ou -n), busca-se o respectivo sinal
contréario (-n ou n). Na situacéo a, o item 1, ao tomar n como positivo
(situacdes b e ¢ da tarefa 12, figura 32 ou 33), 0 nmero -n tem sinal de
menos, ou Seja, representa um ndmero negativo. No item 2 ocorre 0
contrério: ao considerar n como negativo (situacGes a e d da tarefa 12,
figura 30 ou 31), 0 nimero -n tem sinal de mais “+”, isto é, corresponde
a um niimero positivo.

Em b, o item 1, ao adotar -n como positivo (situagdes a e d da
tarefa 12, figura 30 ou 31), 0 nmero n possui sinal de menos “-”, que 0
torna negativo. No item 2, ao assumir que -n é negativo (situacbes b e ¢
da tarefa 12, figura 32 ou 33), 0 nimero n tem sinal de mais “+” e,
consequentemente, ele é positivo.

No que diz respeito ao zero, vale recordar que ele é o Unico
ndmero cujo oposto é ele préprio. Além disso, ndo é positivo e nem
negativo; assim sendo, ndo possui sinal.

As situacOes a e b (tarefa 13) abordam implicitamente o conceito
de oposto dos trés tipos de niimeros: negativo, positivo e zero. A sua
solucdo se restringe a indicagdo de que o0 oposto do primeiro é o
positivo, o do segundo é 0 negativo e o0 do zero é ele mesmo.

As tarefas 11, 12 e 13, mesmo inseridas no ambito de uma
subsecdo em que o titulo dirige-se ao nUmero positivo, ndo se
desprendem da ideia central de introdugdo dos nimeros negativos. Elas
proporcionam amarras conceituais integradoras de ambos os nimeros e
d&do novas significagbes aos positivos num contexto de relatividade com
0s negativos. Além disso, a inter-relacdo positivo/negativo atrai outras
particularidades conceituais, entre elas médulo e oposto.

A tarefa 13 é a Ultima de toda a se¢do (3.3), que se centralizou na
introducdo do nimero negativo, conceito referéncia do presente estudo.
Por esse motivo, a titulo de sintese, retomarei as principais necessidades
conceituais que nela foram destacadas. A primeira delas alude a
passagem das grandezas escalares para a vetorial, representada por um
vetor. Por sinal, ela também se apresentou quando a referéncia foram os
ndmeros positivos que, até entdo, conceberam-se somente como relagédo
entre as grandezas escalares, entendidas como condicdo suficiente para a
sua definicao.
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Essa mudanca de grandeza produz outra necessidade por requerer
a observacdo do sentido dos vetores. O sentido é condicdo de
comparagdo entre vetores e de indicacdo se seu resultado serd um
namero positivo ou negativo. No contexto da exigéncia apontada, outra
necessidade conceitual é a presenca de um vetor oposto.

Além dessas, outras trés foram identificadas, que emergem no
ambito da comparagdo de dois vetores com sentidos opostos. Na
comparagdo produziu a caréncia de especificagdo do médulo e do
sentido de um vetor oposto em relagdo a outro vetor ndo oposto.
Também ocorreu a necessidade de seu registro numérico e de ordem de
representacdo e distingdo. Trata-se da atribuicdo de um sinal, o de
menos “-”, para representar e diferenciar os nimeros negativos, para 0s
quais se usam 0s mesmos signos que os dos positivos. Com o referido
sinal, 0s negativos se caracterizam como opostos aos positivos.

A relacéo opositiva negativo/positivo produz outra necessidade:
conceber a existéncia de um dnico nimero, 0 zero, cujo oposto € ele
proprio; por isso, elemento que expressa a ideia de relatividade dos
nameros reais. Advém, ainda, a necessidade de expressar a origem dos
ndmeros positivos, a partir das grandezas vetoriais, tanto pela
comparagdo somente pelo médulo de dois vetores como de dois vetores
com mesmo sentido.

Ademais, no que diz respeito a presente se¢do, que tratou da
introducdo do conceito de nimero negativo, importa mencionar sua
relacdo com a anterior, pois nela foi criada a necessidade desse nimero.
Este, por sua vez, possibilita sua prépria insergdo na reta numérica que,
entre outras finalidades, permite a comparacdo dele com o positivo,
tema da préxima secao.

3.4 A REPRESENTACAO DOS NUMEROS NEGATIVOS NA
LINHA DE COORDENADAS"Y

As tarefas desta secdo, de acordo com T'op6or et al. (2006),
envolvem a representacdo dos nimeros negativos na reta numérica e a

YNo titulo da segunda secdo do sexto capitulo — “NUmeros positivos e
negativos” — do livro de orientagdes ao professor (TOPBOB et al., 2007), em
vez de ‘reta numérica’, ¢ empregado ‘linha de coordenadas’. No entanto, nas
orientagdes dessa mesma se¢do, € mencionada ‘reta numérica’ em vez de ‘linha
de coordenadas’, o que se entende que sdo expressdes sinOnimas. OS
pesquisadores do GPEMAHC adotam o termo ‘reta numérica’ em Suas
pesquisas, cuja fonte de analise é a proposi¢éo davydoviana.
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comparacdo deles com os positivos. A reta numérica tem grande
importdncia no modo davydoviano de organizacdo do ensino da
Matematica. Ela é considerada elemento mediador para o processo de
apropriacdo dos conceitos relacionados ao nimero, suas operacdes e
representacfes (ROSA, 2012; SOUZA, 2013). Por isso, 0s estudantes
aprendem a construi-la e atribuir-lhe significados desde o primeiro ano
escolar, o que torna necessario o desenvolvimento de varias tarefas a ela
pertinentes. Um destaque de sua importancia é indicado por Rosa
(2012): ela incide no lugar geométrico dos nimeros.

No sexto ano, a reta numérica se torna referéncia para o0 modo
gue os numeros negativos sdo representados nela, como é possivel
observar na tarefa a seguir.

Tarefa 14:

a) Como definir o sistema de coordenadas na linha? Defina o
sistema de coordenadas na linha e marque sobre ela os pontos
concernentes aos nimeros: 0, 1, 3 e 10.

Figura 34: Construcao da reta numérica

)

origem
Fonte: Adaptacdo de T'op6os et al. (2007).

b) Encontre as coordenadas dos pontos A, K e M.

Figura 35: Pontos A, K e M inseridos numa reta

Al K

Fonte: Adaptagdo de I'op6os et al. (2007).

c) Anote sobre a linha de coordenadas os nimeros a e m, em que

B Cc
-—=ae—-=m.
E E
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Figura 36: Grandezas B e C e a representacdo do inicio de uma reta

B C
E

—

0 1

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

d) Marque sobre a linha de coordenadas os nimeros 0, 1, -1, 2, -
2, n e k, com e — vetor unitario, ponto T — origem, %= ne=-==k

('OPBOB et al., 2007).

[ERS

Figura 37: Vetores g, b e @ e uma reta para a introduco dos nimeros
negativos
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Fonte: Adaptacdo de I'opGos et al. (2007).

A situacdo a retoma o processo de construcdo da reta numérica
que, segundo estudos de Rosa (2012) e Souza (2013) inicia-se no
primeiro ano escolar. 1sso ocorre no ambito da resolucdo de algumas
tarefas particulares que envolvem a medicdo da grandeza volume por
meio de outra, da mesma espécie, tomada como unidade.

No decorrer da referida medicdo, registra-se cada medida por
meio de um segmento (comprimento) unidade em um sentido, a partir
de um ponto de origem que, inicialmente, representa-se por uma
bandeira e mais tarde é substituida pelo zero. Abaixo de cada segmento
unidade é inserido um numeral (ROSA, 2012; SOUZA, 2013).

Em sintese, no processo de construcdo da reta numérica,
consideraram-se 0s seguintes elementos: um ponto inicial tomado como
sua origem, uma direcdo, um sentido e uma unidade (passo) — segmento
(ROSA, 2012; SOUZA, 2013).

Essa orientacdo do processo de construcdo da reta numérica
subsidia sua representacdo na figura 38. Nela, destaca-se a sequéncia
numérica, na qual se incluem os nimeros 0, 1, 3 e 10 propostos na
situagdo a.
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Figura 38: Representacdo da reta numérica

o 1 2 3 4 5 o6 7 8 9 10 11
Fonte: Resolucéo da situacdo a com base na orienta¢&o de I'op6os et al. (2007).

Em b, a reta numérica também esta presente, mas diferente da
situacao a, 0s nimeros positivos se encontram & esquerda do zero.

Para encontrar os nimeros que correspondem aos pontos M, K e
A (figura 39), TopGor et al. (2006) compreendem que é necessario
percorrer na reta uma quantidade determinada de passos a partir do
inicio. Ap0s realizar tal procedimento, verifica-se que 0s nimeros que
correspondem aos pontos M, K e A sdo: 4, 10 e 19.

Observa-se que a tarefa ndo requisita atencdo a ideia de
relatividade. Sua referéncia ainda é uma grandeza escalar, pois solicita
apenas a identificacdo da quantidade de unidade (comprimento de um
segmento) que corresponde ao lugar de cada letra. Por isso, ndo aparece
0 nUmero negativo, como convencionalmente se adotaria, uma vez que
as letras e 0s seus respectivos valores estdo a esquerda do zero.

Como analisado nas se¢Oes anteriores, na proposicdo de Davydov
e colaboradores a base genética dos nlimeros negativos ndo é a posicao
(esquerda) em relacdo ao zero, que toma como referéncia uma grandeza
escalar. Em vez disso, o fundamento é a grandeza vetorial, um vetor,
que necessariamente se vincula com seus trés componentes basicos:
direcdo, sentido e intensidade (comprimento, médulo).

Ser nlmero negativo ou positivo ndo é somente resultado de uma
observacdo empirica de estar a direita (depois) ou a esquerda (antes) do
ponto de origem. Pelo contrario, 0 modo davydoviano de organizacdo
do ensino, ao visar o desenvolvimento do pensamento teérico dos
estudantes, requisita o transito por elementos conceituais complexos.
Portanto, ndo é somente questdo de localizacdo, mas no minimo a
determinacdo de um vetor e, previamente, de um sentido e de uma
intensidade.

Figura 39: Representagdo da posi¢do dos pontos A, Ke M

N
19 10 4

A

Fonte: Resolucéo da situacdo com base na orientacdo de T'opoog et al. (2007).
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A situacdo ¢, também apresenta uma reta numérica, porém nela é
necessario marcar 0s nimeros a e m que resultam, respectivamente, dos
comprimentos B e C ao serem divididos em partes iguais a unidade E.
Nessa situacao, conforme I'op6os et al. (2007), E tem duas funcdes: ser
a unidade de medida responsavel por determinar 0s nimeros a € m; ser a
unidade da reta numérica usada para a insercdo de tais nUmeros.

Como o comprimento C é maior que o B, significa que sera
dividido em quantidade maior de partes com extensdo da unidade E,

. ’ - c
se comparado com B. Assim sendo 0 numero m, proveniente de -, é

maior que 0 a, derivado de —. Entdo, na reta numérica, 0 m estara

adiante do a e do zero (flgura 40), pois de acordo com Rosa (2012),
quanto mais distante um niimero esta da origem maior ele é.

Figura 40: Anotacdo dos nimeros a e m na reta numérica
E

0 | a m
Fonte: Resolucdo da situagdo com base na orientagdo de T'op6os et al. (2007).

Até a situacdo c, o processo de construcdo da reta numérica
prioriza aquilo que ja é de dominio dos estudantes, pois a preocupagéo é
com a inser¢do dos nlmeros positivos e o zero. De acordo com I'op6oB
et al. (2006), como a finalidade dessa tarefa demanda a procura de um
lugar para tais nimeros, na reta, a exigéncia é que os estudantes tenham
conhecimentos sobre a sua construcao.

A proxima situacdo, d, se desenvolve em contexto conceitual
similar a ¢, pois continua com o processo de introducdo de nimeros na
reta numérica. Porém, com a diferenca de que também ha inclusdo de
ndmeros negativos.

A situacdo d, ao solicitar que sejam anotados os niimeros 0, 1, -1,
2, -2, n e k na reta numérica, cria a necessidade™ de identificar se os
nimeros n e k fazem parte dos positivos e/ou negativos. Para que se
satisfaca a referida necessidade, a iniciativa premente é a identificacéo
da origem de tais nimeros. De acordo com o enunciado, eles decorrem

18Tal necessidade esta relacionada com a resolucéo da tarefa, porém néo é ela
que proporciona a introducdo do nimero negativo na reta numérica. Em outras
palavras, trata-se de uma necessidade de operacdo de resolugdo, em que ela é
satisfeita com operacOes ja desenvolvidas pelos estudantes. Operacdo é um
modo de resolver uma tarefa.
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da comparacdo de dois vetores. Especificamente, o n indica em gquantas
partes de e o vetor a foi dividido, além disso, sdo conhecidos 0s seus
sentidos, indicativos que sdo opostos. Por isso, trata-se de um nimero
negativo. Por sua vez, o k representa em quantas partes iguais a e 0

vetor b — ambos de mesmo sentido — foi dividido (figura 37). Essas
caracteristicas dao as credenciais de um nimero positivo.

Essa constatacdo a respeito de n e k permite que se encaminhe a
marcacao deles e dos nimeros 0, 1, -1, 2 e -2 na reta numérica. Contudo,
ainda cabe recordar que a referida anotacdo carece de um local na reta
numérica para que se proceda a representacdo dos nimeros negativos.
Em outras palavras, a solicitacao de tal marcacao gera a necessidade da
busca por um lugar na reta numérica para 0s nimeros negativos.

Nas circunstancias dessa procura, é importante enfatizar que até o
estagio atual do estudo, os nimeros positivos ndo tém uma posicao fixa
na reta numérica, ou seja: eles podem estar a direita ou a esquerda da
origem, isto é, ocupam apenas um dos sentidos, na reta, em relacdo ao
zero (figuras 38, 39 e 40). Nela, existe um espaco vago que esta situado
em sentido oposto ao dos nimeros positivos, 0 que se pressupde sejam
os lugares em que se localizam os nUmeros negativos, dado o
significado de oposicdo entre ambos. Assim, supre a necessidade
conceitual de um local na reta numérica para 0s nlimeros negativos.
Ainda ha, porém uma questdo a mercé de solucdo: em que sentido estara
0s nlmeros negativos e positivos na reta numérica?

Conforme TI'op6oe et al. (2006), esse questionamento traz algo
conceitualmente novo em relagdo a tarefa na qual se usou o segmento
como unidade para a construcdo da reta, pois naquela circunstancia ndo
era necessario se ater ao sentido dos nlimeros positivos, visto que ele
estava selecionado. Na ocasido, o uso do segmento como unidade para a
construcdo da reta numérica se restringia a representacdo do
comprimento entre cada unidade. Em outras palavras, ao ndo ser o
indicador do sentido dos nimeros, surge a necessidade de outro
elemento que assuma tal funcdo no processo de formacdo do
pensamento conceitual. Como anunciado, o vetor como um segmento
orientado (possui um sentido, além de um moédulo e uma direcdo)
satisfaz a referida necessidade.

No entanto, s6 essa condi¢do ndo é suficiente para a resolucédo da
situacdo em questdo. Ela leva a outro procedimento adquirido,
anteriormente, quando do estudo dos numeros negativos, em que se
fizeram necessarios dois vetores de sentidos opostos. O mesmo ocorrera
para a introducdo dos mesmos na reta numérica, com o acréscimo da
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especificidade de que o vetor tomado como unidade possui duas
caracteristicas: determinacdo do nimero que resulta da comparacdo com
outro vetor de sentido oposto e determinacdo do lado em que estard o
namero positivo, bem como 0 negativo.

De acordo com Top6os et al. (2006), a unidade para a
representacdo dos nimeros na reta numérica passa a ser um vetor, pois
ele permite a indicacdo tanto do comprimento de cada unidade como do
sentido dos nimeros positivos e negativos.

Particularmente na situacdo d, a unidade de medida (vetor e),
além de ser responsavel pela indicacdo dos ndmeros n e k, também
assume a funcdo de unidade da reta numérica para a insercao dos demais
nameros: 0, 1, -1, 2, -2. Se, na reta, 0s nOmeros positivos estiverem
situados & direita da origem e 0s negativos a sua esquerda, isso ocorre
porque o sentido do vetor unidade é para a direita. No entanto, se 0s
nameros positivos estdo a esquerda do zero e 0s negativos a sua direita,
é resultado do sentido do vetor unidade ser para a esquerda.

Como o sentido do vetor unidade indica o local dos nimeros
positivos e negativos em relacdo a origem da reta, entdo, na situacdo d, o
vetor unidade ao ser 0 e e possuir sentido para a esquerda, demanda que
0S nimeros positivos, dentre eles o k, estejam a esquerda da origem,

pois o sentido dos vetores b e & sdo iguais. De outro modo 0s negativos,
incluindo n, estdo situados a direita do ponto T, uma vez que o sentido
dos vetores a e e sdo opostos (figura 41).

Figura 41: Introducdo dos nimeros negativos na reta numérica
T

I 2 1 (1] —1: —:2 ?:7
Fonte: Resolugéo da situagdo com base na orientacéo de I'op6os et al. (2007).

Sobre a reta numérica, ndo se pode esquecer que a seta indica a
localizacdo dos nlmeros positivos em relacédo a origem (figura 39).

Essa tarefa, além da introducdo dos niimeros negativos na reta
numérica, também possibilita que, nela, se comparem 0s nimeros
positivos com o0s negativos. No entanto, a comparagdo exige um
método, que é o foco das proximas tarefas. Antes, porém, importa
verificar quando uma reta permite que se determine o moédulo de um
ndmero, como na tarefa a seguir.

Tarefa 15:



106

Encontre 0 modulo dos nudmeros marcado na linha de
coordenadas (TOPBOB et al., 2007).

Figura 42: Situacdes a, b, ¢ e d da tarefa 15

a) + t t
a b 0 c

b) -

(9] + t t —>
n k

=]
'

tE
T
d) f +
a 0 -a

E — duracio do intervalo da unidade.

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

No que diz respeito ao médulo de um nimero, Reis e Silva (1984,
p. 9) consideram que “geometricamente, podemos interpretar |x| como
sendo a distancia do ponto P, correspondente a x, & origem O, isto é, 0
comprimento do segmento OP.”. Enfim, na reta numérica, o médulo de
um ndmero corresponde a distancia dele ao zero.

A auséncia da seta na reta da situacdo a, ndo permite a indicagdo
do sentido dos nimeros positivos. Além disso, significa que o ndo uso
de uma unidade, por si s6, garante o descumprimento de um padréo para
a introducdo dos nimeros na reta, isto é, a distancia entre um e outro
pode ndo ser a mesma. De acordo com I'op6or et al. (2006), essa
incerteza do uso de uma unidade gera a impossibilidade de se
determinar o médulo de a, b e c.

Em b e c, a presenca da seta na reta indica a posicdo dos nimeros
positivos e, consequentemente, dos negativos. A indicacdo pressupde o
uso de uma unidade (vetor), que subsidia a constatacdo de que houve um
padrdo na colocacao dos nimeros em tais retas.

A tarefa passa a ser a determinacdo do médulo dos nimeros m, d,
sen,k, p, isto é, a distancia que cada um deles esta em relacédo ao zero,
na reta numérica. Em d, apesar de ndo constar uma seta na reta, existe a
indicacdo do uso de uma unidade (E), garantia de um padréo entre 0s
ndmeros presentes na reta e, consequentemente, a possibilidade de
indicacdo do seu modulo.

Assim também o mddulo de a e —a incide na distancia que cada
um se encontra do zero. Por —a ser oposto de a, 0 médulo de ambos é o
mesmo, isto é, t vezes a unidade E (TOPBOB et al., 2006).

O desenvolvimento das quatro situaces subsidia a afirmacdo de
que essa tarefa gerou a necessidade de andlise de quando numa reta é
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possivel a determinacdo do médulo dos seus nimeros. Isso porque a
auséncia de um padrdo, na inser¢do dos nimeros na reta, impossibilita a
comparacao dos seus respectivos modulos.

As proximas quatro tarefas tém como finalidade a busca de um
método que permita a comparagdo dos numeros positivos e negativos,
na reta numérica ('OPBOB et al., 2006).

Tarefa 16:
Marque sobre a linha de coordenadas os seguintes nimeros:
a) 22,-22,22,-15  b) 1,89; -1,75; 1,67.

Quais deles vocé sabe como comparar? Compare estes nimeros
(TOPBOB et al., 2007).

A partir da marcacdo dos nimeros positivos e negativos das
situacBes a e b na reta numérica (figura 43), a tarefa recomenda que os
estudantes comparem os nimeros.

Figura 43: Representa¢do das situacdes a e b na reta numérica
i

3

a)

= E o 23

P

-2

1,67
b)

1.89 0 -1.75

Fonte: Resolugéo da situagdo com base na orientacéo de 'op6os et al. (2007).

Com base na recomendagdo acima, recorro ao estudo de Rosa
(2012) referente ao primeiro ano escolar para revelar que na proposicédo
de Davydov, neste periodo, os estudantes se apropriam da comparagédo
dos ndmeros positivos. Mas, no que concerne a comparacdo dos
ndmeros negativos, essa é a primeira tarefa com tal finalidade.

Verifica-se, entdo, que ainda inexiste o conhecimento sobre a
comparacdo dos nimeros negativos. Como consequéncia, nessa tarefa
somente é possivel a comparacdo dos nimeros positivos o que, segundo
Rosa (2012, p. 170), resulta na sintese conceitual: “[...] quanto mais
adiante esta o nimero na sequéncia ou reta numérica, maior ele €.”. NoO
mesmo contexto, outra sintese é aceita: quanto mais proximo um
nGmero positivo esta do zero na reta numérica, menor & ele.

Ambas as sinteses permitem a identificacdo de quais sdo o maior
e 0 menor nlmero positivo nas situacbes a e b. Em a, o maior é o dois
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inteiros e trés quartos (23), e 0 menor corresponde ao dois inteiros e dois
tercos (22). Em b, o maior é um inteiro e oitenta e nove centésimos
(1,89); 0 menor, o um inteiro e sessenta e sete centésimos (1,67).

Essa tarefa, portanto, se caracteriza por permitir a constatacao de
que, na proposicdo davydoviana, até esse periodo de estudo (sexto ano)
nao foi oportunizado, aos estudantes, o0 acesso ao conhecimento sobre a
comparagao dos numeros negativos. Essa oportunidade é proporcionada
pela proxima tarefa com base em dois métodos de comparagéo, na reta
numérica, dos nimeros positivos extrapolam os negativos.

Tarefa 17:
Compare 0s nimeros positivos:

Figura 44: Situagdes a, b, ¢, d e e da tarefa 17

a)

m c
b) +

m c (0]

c) +

0] m c
d) 4 >

m c
)= + t
m c

Fonte: Adaptagdo de I'op6os et al. (2007).

Especifique os dois métodos para a comparacao de dois nimeros
positivos na linha de coordenadas ('OPBOB et al., 2007).

O objetivo dessa tarefa consiste na comparacdo dos nimeros
positivos. Para que ela ocorra, é indispensavel um dos seguintes
elementos na reta numérica: o ponto de origem ou a seta. Essas
caracteristicas estdo ausentes na reta da situacdo a (figura 45), o que
impossibilita a comparacdo dos nimeros positivos m e ¢, pois sem tais
elementos ndo se pode determinar qual dos dois é 0 maior ou 0 menor.

Figura 45: Situacdo a da tarefa 17

m

Fonte: Adaptagao de ['op6os et al. (2007).
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A falta da origem e/ou uma seta na reta numérica da situacdo a
cria a necessidade de uma operacao de resolugdo. Nas demais situacdes
(b, ¢, d e e), diferentemente da a, constam um dos elementos, na reta
numérica, necessarios a comparagdo dos nimeros, como: o ponto de
origem, zero, (b e ¢) ou a seta (d e e). Por isso, torna-se possivel
identificar a posi¢do dos niumeros m e ¢ em relacdo a origem, nas
respectivas retas e, também, o estabelecimento da relacdo maior-menor
entre eles, por meio dos dois métodos usados para a comparagdo de
nameros positivos (TOPBOB et al., 2006).

O primeiro método considera a posicdo que 0s nUmMeros ocupam
em relagdo ao ponto de origem na reta numérica: 0 maior nimero é
aquele que estd mais distante do zero, € 0 menor, 0 mais proximo
(TOPBOB et al.,2006).

A anélise dos nimeros positivos m e ¢, das situacGes b e e (figura
46), com base no primeiro método, leva & conclusdo de que estdo
localizados & esquerda do zero, portanto, ¢ € 0 menor nimero positivo;
consequentemente, m o maior.

Figura 46: Situagfes b e e da tarefa 17

b)

m c (o]

c) -

m C

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

O segundo método consiste no movimento de passagem de um
ponto ao outro na reta numeérica, ou seja: do menor para 0 maior, se 0
sentido for o0 mesmo do vetor unidade; do maior para 0 menor, caso 0
referido sentido seja oposto (TOPBOB et al.,2006).

Em sintese, em conformidade com esse método: ao adotar o
mesmo sentido que o do vetor unidade para um deslocamento na reta
numerica, ocorre a passagem de um nimero menor para outro maior; no
entanto, ao tomar o sentido oposto ao do vetor unidade, sucede o
contrario, ou seja, passa-se do nimero maior para 0 menor em tal reta.
Porém, essa dupla possibilidade de passagem de um nimero menor para
um maior ou vice-versa dd margem para O questionamento: em que
consiste um nimero ser menor ou maior que outro?

Para Lima et al. (2006, p. 80), “tem-se X <y se, e somente se, a
diferenca d = y - x € um nlimero positivo. Noutras palavras, vale x <y
se, e somente se, existe um nimero real positivo d tal que y = x + d.”.
Desse modo, um nGmero real x é menor que outro y quando a diferenca
entre eles for um niimero real positivo (d). Pode-se dizer, também, que
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tal diferenca (d) é aquele nimero positivo que acrescentado a x torna-se
igual a y. Nesse sentido, Lima (1999, p. 13, grifos do autor) considera:

Escreve-se x < y e diz-se x é menor do que y
quando y - x € R", isto ¢, y = x + z onde z ¢
positivo. Neste caso, escreve-se tambémy > x e
diz-se que y é maior do que x

Essa citacdo realga que: se x € menor que y, 0 y € maior que X.
Contudo, vale destacar que o y s6 € maior que x quando existe um
namero real positivo (diferenga) que subtraido de y resulta em x, ou seja,
y-d=x.

Nas situacfes b e e, ao passar do ponto ¢ para 0 m, o sentido é
analogo ao do vetor unidade: significa que o nimero positivo m é maior
que o ¢ (m > c). Portanto, m é maior que ¢, pois é necessario adicionar
um namero real positivo z ao ¢ para chegar a m. Mas, ao percorrer o
sentido oposto em relagcdo ao do vetor unidade (do ponto m para c),
constata-se que o nlmero ¢ é menor que 0 m (¢ < m). Isso ocorre uma
vez que de m subtrai-se um nimero real positivo z que resulta em c.

Nas situagdes c e d, diferentemente de b e e, 0s nimeros positivos
estdo localizados a direita da origem na reta numérica (figura 47). Assim
sendo, pelo primeiro método (posi¢do), 0 nimero positivo m é menor
que o ¢ (m < c), pois ele estd mais préximo da origem, bem como o ¢ é
maior que o m (c > m) por estar mais distante do zero.

Figura 47: Situag0es c e d da tarefa 17

c) t t i
0 m c

4

m C

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

Pelo segundo método (sentido), os nimeros positivos, ao estarem
situados a direita da origem, indicam que o sentido do vetor unidade é
para a direita. Ao passar do ponto m para o ¢, sentido igual ao do vetor
unidade, significa se chegard a um nimero maior que o m. Para tal, é
COMO que se acrescentasse um nimero real positivo z ao m, que resulta
no ¢ (m + z = ¢). Mas, ao mudar o sentido da passagem dos referidos
pontos para o oposto do vetor unidade, isto é, de c para m, o
deslocamento se faz de para um nimero menor, visto que, de ¢, subtrai-
se um ndmero real positivo z que derivaemm (c - z = m).
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Os dois métodos de comparacdo dos numeros positivos,
abordados nessa tarefa, se revestem de importancia na busca de um
modo que possibilite a comparagao entre nmeros positivos e negativos,
conforme sera visto na tarefa 19. Antes, porém, eles ainda sdo referéncia
(tarefa 18) para que ambos sejam adotados simultaneamente em uma
mesma situacdo. Trata-se de comparacGes entre o sentido de um
deslocamento e um vetor, bem como do mddulo dos nameros m e p.
Especificamente, elas permitem a andlise da relagdo maior-menor dos
nameros m e p.

Tarefa 18:
Sejam m e p, nimeros positivos, e m > p (TOPBOB et al., 2007).

a) Compare o sentido do vetor unidade e com o sentido do
deslocamento AB (figura 48).

Figura 48: Representagéo do deslocamento AB e dos nimeros m e p
A B

m p

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

b) Compare os médulos dos nimeros m e p.

AB e |m]| Ipl

A afirmacdo, no enunciado, que o0 nimero positivo m é maior que
0 p, € 0 modo de ambos se situarem na reta numérica, permite a
constatacdo de que o sentido do vetor unidade e é para a esquerda da
origem, pois m, ao ser maior que p, significa que ele estad mais distante
do zero em relagdo ao p.

No que se refere ao sentido do deslocamento AB, convém
destacar que, para Caraga (1957), a ordem dos pontos num segmento
orientado indica a sua origem e 0 seu término, isto €, a primeira letra
representa o inicio e a segunda o fim. Entéo, o deslocamento AB tem
origem em A e término em B, ou seja, possui sentido para a direita.

Logo, o vetor unidade e e AB sdo opostos, AB 1| e (figura 49).
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Figura 49: Sentido do movimento AB e do vetor unidade &

A sentido » B
t : - t
m sentido P

Fonte: Resolucéo da situacdo com base na orientacdo de T'opGos et al. (2007).

Os dois sentidos opostos, na reta da figura 49, possibilitam a
abordagem da relagdo maior-menor entre 0s nlmeros positivos m e p,
pois a ado¢do de um dos sentidos significa passar de um niimero a outro.

Ao tomar o sentido do vetor unidade e, a passagem do ndmero p
ao m incide na adicdo de um nimero real positivo z a p, que o torne
igual ao m. Entdo, o nimero p € menor que 0 m. Mas, ao adotar o

sentido do deslocamento AB, a passagem do nmero m ao p consiste em
subtrair de m um numero real positivo z que o deixe igual ao p. Com tal
subtragdo, constata-se que o nimero m é maior que o p.

Na situacdo b, o fato de o nimero m ser maior e estar a esquerda
de p permite a identificacdo que o zero esta a direita de p e, a0 mesmo
tempo, auxilia na comparacdo dos médulos de m e p, pois se percebe a
distancia que estdo da origem, na reta numérica.

Como o0 nimero m estd mais distante da origem que o p, isso
acarreta que o seu médulo é maior que o de p (|m| > |p|). Desse modo,
a comparacdo entre dois nimeros positivos também pode ser realizada
por meio de seus modulos.

A proxima tarefa continua com a comparagdo de ndmeros
positivos por meio dos dois métodos estudados na tarefa anterior, porém
ela é direcionada para a andlise da validade destes para os nimeros
negativos. Trata-se, pois, da analise referente a possibilidade de
transferéncia dos métodos usados na comparac¢ao dos nimeros positivos
para os negativos (OPBOB et al., 2006).

Tarefa 19:
Verifique se ambos os métodos de descrever 0s mesmos nlmeros

da posicdo a e b* na linha de coordenadas ndo se restringem aos
ndmeros positivos.

“As letras a e b na tarefa 19 correspondem a nlmeros, por isso decidi
representa-las em italico. No entanto, tais letras (a e b) voltam a se apresentar,
no contexto das dez situagbes. Sendo assim, as letras a, b, ¢, d, e, f, g, h, i e ],
referentes as situacdes, estardo em negrito.
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Figura 50: Situagbes a, b, ¢, d, e, f, g, h, i e j da tarefa 19

a) t t t >
a 0 b
b) +——t t t
a 0 b
c) t t t >
a 0 b
d) - t y ¥
a 0 b
5) L] : T :
a 0 b
f) - + t +
a 0 b
g) t t +—>
a b 0
h) - + + t
a b 0
i) + t —
0 a b
i) - t t t
0 a b

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

Quais dos dois métodos é ideal para a comparacdo de nimeros
(positivos e negativos)? Explique o porqué ("OPBOB et al., 2007).

Observa-se, nas dez situagdes, a presenca da origem e da seta na
reta, que indica o lado em que estdo os nimeros positivos em relacdo a
origem. No que concerne ao primeiro método de comparacdo dos
nameros positivos (posicdo de tais nimeros em relagdo a origem na reta
numérica), ele é valido somente para as situacdes a, b, h e i (figura 51),
visto que, nelas, o ponto mais distante da origem diz respeito a um
ndmero positivo.
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Figura 51: Situacdes a, b, h e i da tarefa 19

a) t t + >
a 0 b
b) - t t +
a 0 b
h) = t t t
a b 0
i) t + —
0 a b

Fonte: Adaptagdo de ['op6os et al. (2007).

Nas situacdes ¢ e d (figura 52), como 0s himeros negativos a (c)
e b (d) estdo mais distantes do zero, o primeiro método de comparagéo
dos nimeros positivos estaria indicando que tais nimeros sdo maiores
que os positivos b (c) e a (d).

Figura 52: Situag6es c e d da tarefa 19

c) + + + >
a 0 b

d) - + t t
a 0 b

Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al. (2007).

Contudo, com uma analise pelos fundamentos matematicos (Lima
et al., 2006) — referentes a relagdo maior-menor entre dois nimeros nédo
iguais, ou seja, quando um deles € maior ou menor que outro — constata-
se que 0s numeros negativos a (c) e b (d) ndo sdo maiores que 0S
positivos b (c) e a (d). Para que assim fosse, as diferengasa-b (c)eb -
a (d) teriam que ser um namero real positivo, mas em cada uma das
duas situagdes trata-se de negativo.

Assim sendo, ¢ e d levam a uma contradi¢do conceitual no que se
refere ao primeiro método de comparacdo dos nimeros positivos, pois
um ndmero negativo, ao estar mais distante da origem na reta numérica
em relacdo a outro nimero (positivo ou negativo), ndo pode ser 0 maior;
pelo contrario, € o menor (TOPBOB et al., 2006). Isso significa,
portanto, que tal método ndo é generalizavel para a comparacao de todos
os tipos de nimeros, restringe-se apenas a comparacdo dos nimeros
positivos.

As limitacfes do primeiro método de comparacdo dos nimeros
positivos também se verificam nas situacdes g e j (figura 53) por
abordarem apenas 0s nimeros negativos, pois, quanto mais afastados ou
proximos da origem esses nimeros se encontram, serdo,
respectivamente, menores e maiores.
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Figura 53: Situa¢0es g e j da tarefa 19

g) i + + >
a b 0

) - ' t ;
0 a b

Fonte: Adaptacdo de ['op6os et al. (2007).

Nas situacdes e e f (figura 54), posto que os nimeros negativos e
positivos a (f) e b (e) estdo localizados a mesma distancia da origem,
ndo é possivel o emprego do primeiro método para determinar qual
ndmero é maior, uma vez que ndo existe um nimero mais afastado que
outro em relagdo a origem. Entdo, significa que os nimeros a e b séo
iguais em ambas as situacdes?

Figura 54: Situac0es e e f da tarefa 19
€) t t t
a 0 b
D - t t
a 0
Fonte: Adaptagéo de I'opGos et al. (2007

A J

o

~—

Pelo contrario, os nimeros sdo distintos pela existéncia de uma
relacdo maior-menor, isto é, os nimeros b (e) e a (f) sdo maiores que 0s
a (e) e b (f), o que se justifica pela diferenca entre ambos resultar num
ndmero real positivo. Trata-se, entdo, de mais uma fragilidade do
primeiro método.

A constatacdo de que o primeiro método de comparacdo dos
nameros positivos ndo é valido para os negativos, leva a analise com
adocdo do segundo método, que corresponde ao sentido da passagem de
um ponto a outro na reta numérica.

As situaces h e i (figura 55), ao se restringirem aos nlmeros
positivos, possibilitam que se retome 0 modo de comparacdo dos dois
referidos nimeros. Em h, ao se admitir que tenha 0 mesmo sentido que
0 do vetor unidade, ocorre a passagem do nimero b ao a, ou seja, a b
acrescenta-se um numero real positivo ¢ que determina a (b + ¢ = a).
Desse modo, o nimero a é maior que o b.

No entanto, se a op¢do é pelo sentido oposto do vetor unidade,
passa-se do nimero a para o b, isto é, de a subtrai-se um nimero real
positivo ¢ que origina o b (a - ¢ = b). Tal deslocamento na reta numérica
permite afirmar que o nimero b € menor que o a.
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Figura 55: SituacOes h e i da tarefa 19
h) - t t t
a b 0
1) t t —>
0 a b
Fonte: Adaptagdo de ['opoos et al. (2007).

Em atendimento ao segundo método, a situacdo i solicita duplo
deslocamento: o primeiro correspondente ao do vetor unidade (para a
direita), o que se conclui que a é menor porque estd mais proximo do
zero, consequentemente, o b ¢ maior que a; o segundo com sentido
oposto ao vetor unidade (para a esquerda), isso significa que o ponto de
partida é b (0 maior) para chegar em a (menor). Portanto, a relacdo em
ambos 0s casos é: a<boub > a.

Quanto as situaces a, b, c, d, e e f (figura 56), por envolver além
dos nimeros positivos, 0s negativos, cabe questionar: o segundo método
é vélido para tais nameros?

Figura 56: Situaces a, b, ¢, d, e e f da tarefa 19

a) + + + >
a 0 b

b) - t t
a 0 b

C) 1 1 1 >
a 0 b

d) - +
a 0 b

e) 1 1 1 >

a 0 b
ﬂ -+ ™ M M

a 0 b
Fonte: Adaptacdo de I'op6os et al., (2007).

Emb, d e f, o sentido do vetor unidade determina que 0s nimeros
positivos estejam situados a esquerda da origem e 0s negativos a sua
direita, o que serve de base para a andlise da relacdo maior-menor, de
acordo como segundo método.

Tomar 0 mesmo sentido do vetor unidade para comparar 0s
nameros a e b significa sair de b e chegar em a, ou seja, acrescenta-se a
b um nGmero real positivo ¢ que resulta em a (b + ¢ = a). Desse modo, 0
ndmero positivo a é maior que o negativo b.
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No mesmo contexto, mas adotando o sentido oposto ao do vetor
unidade (partir de a e chegar em b), acarreta na subtracdo de um niimero
real positivo ¢ de a, que origina b (a - ¢ = b). Assim sendo, 0 nimero
negativo b é menor que o positivo a.

Na comparacdo de nlimeros positivos e negativos das situacoes
analisadas, verifica-se que o sentido adotado para a passagem de um
ponto ao outro na reta numeérica ndo leva a uma contradi¢do na relagdo
maior-menor entre dois nimeros.

O mesmo acontece nas situacdes a, ¢ e e (figura 56). No
deslocamento em dois sentidos — 0 mesmo que o do vetor unidade e o
seu oposto — entre 0s nimeros a e b, averigua-se que 0 nimero a € 0
menor e 0 b é o maior.

Apesar de o segundo método (sentido da passagem de um ponto
ao outro na reta numérica) ser valido quando envolve um ndmero
positivo e um negativo, falta analisar sua adequagdo a relagdo maior-
menor de dois nimeros negativos, como nas situagdes g e j (figura 53).

Em g, o sentido do vetor unidade determina que 0s numeros
positivos estejam a direita da origem e 0s negativos a sua esquerda. Se a
referéncia for sentido que resulta em sair de a e chegar em b, ao nimero
negativo a acrescenta-se 0 numero real positivo ¢, que resulta no
negativo b (a + ¢ =b). Entdo, o nimero negativo b € maior que o
também negativo a.

No entanto, ao tomar o sentido oposto do vetor unidade, isto é,
partir de b e chegar em a, ocorrerd que do nimero negativo b serd
subtraido um nGmero real positivo ¢ que resulta no nimero negativo a
(b - ¢ = a). Assim sendo, 0 nimero a é menor que o b.

Na situacdo j, a passagem entre 0s nimeros negativos a € b em
dois sentidos em relacdo ao vetor unidade, possibilita a elaboracdo da
conclusdo de que o b é 0 menor e a é 0 maior.

O término da andlise das dez situacBes permite algumas
consideragdes. A mais salutar é de que o0 segundo método de
comparacdo dos nimeros positivos é abrangente e generalizavel, pois
também ¢ valido para a analise da relacdo maior-menor entre 0s
ndmeros negativos, na reta numérica. Como dizem I'op6os et al. (2006),
0 segundo método ndo é contraditério nas comparacgdes que envolvam
0s niimeros negativos.

No contexto das consideracGes sobre a tarefa 19, vale trazer uma
tarefa (figura 57) similar a figura 50, com a diferenca que apresentara os
resultados da relacdo maior-menor entre os nimeros a e b contidos nas
dez situacdes.
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Figura 57: Sintese das Situacdes a, b, c, d, e, f, g, h, i e j da tarefa 19
2) :a)a<beb>a.

-+

a 0 b
b) <t : . b)b<aea=bh.
a 0 b
c)Ja<beb=a.
c) : >
a 0 b
d) +—t . , d)b<aea>h.
a 0 b
e)a<beb=a.
e) + + ¥ >
a 0 b
Hb<aea=b.
f) -+ T L) L
a 0 b
gla<beb=>a.
g) L L] T >
a b 0
h)b<aea=b.
h) - t t t
a b 0
} _i)Ja<beb=>a.
1 T T T r
0 a b
. j)b<aea=h.
J) - t + t
0 a b

Fonte: Adaptagdo de I'op6os et al. (2007).

Nesse ambito, a tarefa 16 tem sua importancia por apontar a falta
de conhecimento sobre a comparacdo dos nlimeros negativos. Significa,
entdo, que ela gerou a necessidade de algo para a referida deficiéncia, ou
seja, um método com a condicédo de possibilitar a comparacdo tanto dos
ndmeros negativos como dos positivos, indistintamente, um modo geral
que resolva situa¢des desta natureza conceitual.

Por sua vez, a tarefa 17 mostrou dois métodos que permitem a
comparacdo dos nimeros positivos. Contudo, somente o segundo — 0
sentido da passagem de um ponto a outro — é admitido para os nimeros
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negativos, pois diferentemente do primeiro método (posicao), ele ndo é
contraditorio.

Assim sendo, o segundo método de compara¢do dos nUmeros
positivos também € valido para os negativos, isso significa dizer que ele
supriu a necessidade conceitual verificada na tarefa 16.

As proximas duas tarefas se dirigem ao estabelecimento de uma
regra para o processo comparativo de dois nimeros, a e b, em trés casos:
a e b negativos, a e b positivos e para a negativo e b positivo.

Na primeira, a seguir, € proposta a comparacao de dois ndmeros,
a fim de indicar o mddulo, nas seguintes situagdes: em a, um nimero m
é negativo; em b, é zero; em c, é positivo.

Tarefa 20:

Encontre o médulo e determine o sinal do nimero m, em que:
aym<0 bym=0 c) m> 0 (F'OPBOB et al., 2007).

Como visto em tarefas anteriores, o médulo de um ndmero
corresponde a sua distancia em relagéo a origem, na reta numérica, e 0s
sinais de “+” e “-” indicam se tal nimero é positivo ou negativo.

Na situacdo a, o fato de o nimero m ser menor que zero significa
que ele é negativo e o seu sinal é de menos “-”. Em outras palavras, m s6
é menor que zero, porque a diferenca entre zero e m resulta num nimero
real positivo z (0 - m = z).Quanto ao seu mddulo, consiste na distancia
em que ele se encontra da origem (zero), na reta numérica (figura 57).

Figura 58: Representacdo do niimero negativo m e seu mddulo na reta

Iml|
i

m 0

Fonte: Resolugéo da situagdo com base na orientacéo de I'op6os et al. (2007).

Nessa situacdo, admite-se que se considere 0 m uma variavel,
pois ele representa qualquer nimero negativo sem especifica-lo. Para
Caraga (2010, p. 120), a variavel é “[...] o simbolo da vida coletiva do
conjunto, vida essa que se nutre da vida individual de cada um dos seus
membros, mas ndo se reduz a ela”. Por m representar qualquer nimero
negativo, significa que qualquer valor atribuido a ele é menor que zero
(Topbos et al., 2006).

Em b, m igual a zero impde a condicdo conclusiva de ser o Unico
nimero que ndo é nem negativo, nem positivo e, por decorréncia, ndo
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apresenta nenhum sinal. Por ele coincidir com o ponto de origem da
reta, a sua distancia em relacdo ao zero é nenhuma; logo, seu médulo é
zero (|0]= 0), visto que ele é a propria origem (figura 58).

Figura 59: Representagdo do nlimero m como zero na reta numerica

m

»
Y »

0
Fonte: Resolucéo da situacdo com base na orientacdo de T'opGos et al. (2007).

Na situacdo c, o namero m > 0 significa que ele é positivo e 0 seu
sinal ¢ de mais “+”. A relacdo entre 0s nimeros m e zero também é
aceita como: o nimero zero € menor que 0 m. O zero somente € menor
que m uma vez que a diferenca entre m e ele resulta num nimero real
positivo z (m - 0= z). Nesse caso, 0 mddulo de m corresponde a distancia
que ele esteja do zero, na reta numérica (figura 59).

Figura 60: Representagdo do niimero positivo m e seu médulo na reta
Iml

fal )

m 0

Fonte: Resolugdo da situagdo com base na orienta¢do de T'op6os et al. (2007).

Do mesmo modo que na situacdo a, em ¢ 0 m também é admitido
como uma varidvel, representativa de qualquer ndmero positivo.
Também torna-se aceita a afirmacao: qualquer niimero positivo é maior
que zero (I"OPBOB et al., 2006).

Essa tarefa traz, implicitamente, uma das propriedades da relagédo
de ordem x <y nos nimeros reais, a da tricotomia, isto é, dados dois
nameros reais X € y, ocorre exatamente uma das alternativas, X =y, x <V,
ouy > x (LIMA, 1999). Especificamente nessa tarefa, a tricotomia se
manifesta ao se ter um dos nlimeros reais o zero e Como outro o m, o que
possibilita trés alternativas: m ser negativo (m < 0), m ser positivo (m >
0) ou m ser zero (m = 0).

A proxima tarefa também se apresenta no contexto da
comparacdo de dois nimeros em trés casos, porém, diferentemente da
tarefa 20, eles se referem a a e b negativos ou ambos positivos, bem
como a negativo e b positivo.

Tarefa 21:
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Quando um nimero a é menor que outro nimero b, se:

a) ambos 0s nimeros sao negativos;
b) ambos os nimeros sao positivos;
c) os numeros tém sinais diferentes? ("OPBOB et al., 2007).

De acordo com Lima et al. (2006), um namero é menor que
outro, por exemplo, a < b, quando a diferenca entre b e a consiste num
namero real positivo z. Ou, um ndmero a é menor que outro nimero b
guando a a adiciona-se um numero real positivo z e a soma dos dois
ndmeros, a e z, passa a ser igual ao b.

Esse entendimento de Lima et al. (2006) — da condicdo conceitual
cientifica de um nimero ser menor que outro — sera usado para a analise
das situacBes a, b e c. Também recorro & reta numérica — por entender,
assim como Rosa (2012), que ela é o lugar geométrico dos nimeros — ao
uso do segundo método, uma vez que na tarefa 19 foi visto que ele é
valido para a comparagdo dos nlimeros negativos, além dos positivos.

Na situacdo a, um nimero negativo a é menor que outro negativo
b. Essa relagdo entre os nimeros a € b, para Lima et al. (2006), sé ocorre
se a a for adicionado um namero real positivo ¢ que torne a referida
adicdo igual a b (a + ¢ = b). Essa operagdo é analoga ao segundo
método de comparacdo dos nimeros, na reta numérica, quando se adota
0 sentido do vetor unidade para passar de um ponto ao outro.

Na reta numérica (figura 60), a passagem do ponto a para 0 b
corresponde a adicionar um nimero real positivo ¢ a a para atingir o b.
Por consequéncia, 0 nimero negativo a é menor que o negativo b.

Figura 61: Comparacdo de dois nimeros negativos

< M M M
<« T T T

0 b a
Fonte: Resolugéo da situagdo com base na orientacéo de I'op6os et al. (2007).

Tal relacdo entre 0s nlmeros negativos a e b também admite a
avaliacdo pelos seus modulos. Assim, tanto 0 médulo de b quanto o de a
incide na distancia que cada um dos dois nimeros se encontra do zero.
Conforme a figura 60, essa distancia é maior para a do que para b.

A verificacdo dos médulos de a e b permite duas constatacdes
entre os dois nimeros negativos. A primeira consiste em que, entre eles,
0 menor é aquele que possui maior modulo. A segunda corresponde que
0 maior tem 0 menor médulo (TOPBOB et al., 2006).
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A situacdo b também envolve dois nimeros em que um é menor
que outro, mas diferentemente do que acontece em a, eles sdo positivos.
Novamente, retoma-se a condicdo de que um numero positivo a seja
menor que outro positivo b; ele permitird a adicdo de um ndmero real
positivo ¢, tal que a + ¢ = b. Do mesmo modo que ocorreu na situagdo
anterior (a), a referida adi¢do é compativel com o segundo método de
comparagdo dos nimeros na reta numérica, quando se toma o sentido do
vetor unidade para passar de um ponto ao outro.

Na reta numérica (figura 61), a passagem do ponto a para o b
consiste em adicionar um namero real positivo ¢ a a para chegar ao b.
Isso caracteriza o0 nimero positivo a como sendo menor que o também
positivo b.

Figura 62: Comparagdo de dois nimeros positivos

0 a b
Fonte: Resolucéo da situacdo com base na orientacdo de T'opGos et al. (2007).
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A mesma relagcdo entre 0s nimeros positivos a e b, assim como
ocorreu quando eram negativos, é passivel de avaliacdo por meio dos
respectivos moédulos. Sendo o de b maior que o de a, uma vez que o
ndmero b estd mais distante do a em relacdo ao zero. Essa andlise
permite duas constatacdes relativamente a comparagdo entre dois
nameros positivos: 1) o maior deles é aquele que possui maior mddulo;
2) 0 menor dentre eles é o de menor mddulo (TOPBOB et al., 2006).

A situacdo c, assim como a e b, requer a analise de dois nimeros,
a e b, distintos em termos de relatividade, pois um é negativo (a) e 0
outro, positivo (b). Qual dos dois nimeros é 0 menor? O positivo b pode
ser menor gque o negativo a, ou 0 negativo a ser menor que o positivo b?

Na primeira delas (b < a), ao examinar a diferencaentreoaeob
(a - b), constata-se que ela pertence aos reais negativos e ndo aos
positivos. Desse modo, 0 niimero positivo b ndo € menor que o0 negativo
a, pois, para que assim fosse, tal diferenca, de acordo com Lima et al.
(2006), deveria ser um niimero real positivo.

A segunda delas (a < b) — investigacdo da diferenca de b com o a
(b - a) —, averigua que ela pertence aos reais positivos, isto é, 0 nimero
negativo a é menor que o positivo b. Em outras palavras, o nimero a
permite que a ele seja adicionado um nUmero real positivo ¢, e essa
adicdo o torna igual ao b (a + ¢ = b).

A mencionada adicéo incide no segundo método de comparacédo
dos nimeros na reta numérica, quando é adotado o sentido do vetor
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unidade para passar de um ponto ao outro. Na reta numérica (figura 62),
a passagem do ponto a para o b consiste em adicionar um namero real
positivo ¢ a a para chegar a b. Consequentemente, torna possivel
afirmar que a é menor que b.

Figura 63: Comparagdo de um nimero negativo a com um positivo b

-

b 0 a
Fonte: Resolucéo da situagdo com base na orienta¢do de T'op6Gos et al. (2007).

Por a ser menor que b e ambos constituirem-se em variaveis
representativas de quaisquer nimeros negativos (a) e positivos (b), é
possivel, novamente, as afirmacgdes: 1) um nimero negativo é sempre
menor que um positivo; 2) b é maior que a; 3) um ndmero positivo é
sempre maior que um negativo.

Como decorréncia da segunda e terceira afirmacbes, ndo é
possivel estabelecer a relagéo de a e b por meio do médulo, que somente
é adotado como instrumento para comparagdo quando os dois nimeros
580 de mesma natureza.

As sinteses elaboradas no desenvolvimento da tarefa em foco
nesse processo de andlise permitem dizer que ela realmente cumpriu
com sua finalidade, como previram I'op6os et al. (2006), que foi o
estabelecimento da regra de comparagdo de quaisquer nimeros
negativos ou/e positivos. Sdo elas:

- Entre dois nimeros negativos 0 maior € 0 que tem menor
madulo.

- Entre dois nimeros positivos 0 maior é 0 que possui maior
madulo.

- Um niimero positivo sempre € maior do que um negativo.

Essas sinteses se configuram como generalizagdes do processo de
comparacdo de nimeros, independentemente da sua natureza (positivo
ou negativo e singularidades (inteiro, racional e irracional). Vale
reafirmar que, na proposta de Davydov, 0 processo de comparacdo nao
é peculiaridade do curriculo escolar do curriculo de matematica do sexto
ano. Pelo contréario, iniciou com 0s nimeros positivos no primeiro ano
escolar (ROSA, 2012) e, como visto, no estagio ao qual se voltou a
analise do presente estudo, passa-se a comparar também os negativos.
Tal comparacdo ocorre, em determinado momento, entre dois nimeros
que ndo sdo iguais. Isso significa dizer que, entre eles, ha uma relacdo de
desigualdade, maior-menor, que permite a identificagdo da existéncia de
uma diferenca entre os referidos nimeros. Rosa (2012), em consonancia
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com os pressupostos de Davydov (1982), considera essa diferenca a
base geneticamente inicial das opera¢cbes de adi¢do e subtracdo e suas
representacOes na reta numérica.

Com a introdu¢do dos nimeros negativos na reta numérica, é
possivel operd-los em termos de adicdo e subtracdo (Essas operagdes
ndo sdo objeto desta dissertacdo). No entanto, para que elas se efetivem,
surge a necessidade de saber qual dos dois nimeros comparados é 0
maior ou 0 menor. Isso é suprido no desenvolvimento da tarefa 21, que
promoveu a elaboracdo da regra explicitada anteriormente para a
comparagdo dos trés casos possiveis entre numeros positivos e
negativos.

Essa tarefa, além de ser a Ultima da secdo que corresponde a
representacdo dos nimeros negativos na reta numérica, também encerra
0 processo de andlise referente ao objeto delimitado para estudo da
dissertagdo. Entendo conveniente um retorno as ideias centrais que
moveram e se explicitaram em sua resolugdo. Para a introducdo dos
ndmeros negativos na reta numérica, foram geradas algumas
necessidades: um local e uma unidade (vetor) que possibilitam a
indicacdo da posicdo dos nUmeros positivos e negativos, pois o
segmento de reta somente permitia a representagdo do comprimento
entre cada unidade.

Ao demandar um vetor como unidade para a introdugdo dos
ndmeros negativos na reta numérica, ocorreu a mesma exigéncia de
quando se iniciou o estudo desses nimeros na secdo anterior, isto é, uma
grandeza vetorial em vez de uma escalar de comprimento.

A constatacdo de que os estudantes ndo comparariam 0s nimeros
negativos porque se tratava de uma nova ideia conceitual caracterizou a
auséncia de um conhecimento, isto é, caréncia de algo para a
concretizacdo de tal comparacdo. Tal necessidade é satisfeita com um
método que serve tanto para 0s nimeros positivos quanto aos negativos:
método do sentido, da passagem de um ponto ao outro. Com isso,
formula-se uma regra que permite expressar os trés casos de comparacgao
entre dois niimeros, sejam eles negativos e/ou positivos.

Como é caracteristica da proposta de Davydov, toda tarefa — além
de estreitamente articulada com a anteriormente desenvolvida — gera
expectativa de um novo conceito ou ideia em estado latente de
apropriacdo, por parte dos estudantes (ROSA, 2012, MADEIRA, 2012,
SOUZA, 2013). E nesse contexto que os métodos de comparacio
acenam para o estudo das operacbes de adicdo e subtracdo com o0s
ndmeros negativos, além dos positivos, na reta numérica.
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Por sinal, o desenvolvimento das operacdes com nimeros
negativos vislumbram futuras investigacdes. Porém, vale antecipar que
elas se alicercam na caréncia de saber qual € 0 menor ou 0 maior entre
dois ndmeros. E a identificacio deles que permite chegar & diferenca
entre ambos e, consequentemente, definir se a operagéo é a adicdo ou a
subtracdo. Isso significa dizer que elas tém como condicdo de
surgimento a regra construida na tarefa 21, por satisfazer a necessidade
de identificagdo, entre dois nimeros reais, qual é o maior e 0 menor. Por
decorréncia, vird a tona a necessidade de analisar, na reta numérica, a
possibilidade de determinar o modulo que, dos trés casos da regra
construida, dois estéo a ele relacionados.

Os dois métodos e a regra (em suas trés condicBes) de
comparagdo culminam com a satisfagdo das necessidades emergentes
para o surgimento dos nimeros negativos. Vale destacar que o processo
de introducéo desses niimeros no ensino, conforme propdem Davydov e
colaboradores, é caracterizado por um conjunto de tarefas particulares
que criam as condicdes, tanto para o surgimento quanto para a
superacdo, das caréncias (necessidades) conceituais e pedagogicas
peculiares ao desenvolvimento do referido conceito.

Portanto, trata-se de um modo de organizacdo do ensino de
matematica que ndo consiste somente de exercicios repetitivos. Caso
assim fosse, ndo propiciaria a explicitacdo das necessidades apontadas
durante o processo de analise no presente capitulo. Em vez disso,
segundo Devlin (2009), deixaria muito mais estudantes a margem dos
conhecimentos matematicos do que aqueles que somente dominam os
rudimentos dos nimeros com teor de contagem.

Tratar da introducdo dos nlmeros negativos, no enfoque de
Davydov, é questdo de referéncia a uma singularidade numérica, uma
vez que desde o primeiro ano escolar tem-se 0 nimero real como bésico,
que advém da relacdo entre grandezas, até entdo as escalares, com certa
suficiéncia para significar os positivos. O diferencial que se apresenta no
sexto ano escolar é que uma nova grandeza, a vetorial, se constitui em
necessidade essencial para que se apresentem 0s negativos, mas também
com abrangéncia aos positivos. Do mesmo modo, no que faz mencéo a
representacdo, ambos (positivo e negativo), ao se tratar da
especificidade de ser inteiro e racional, sdo somente pontos particulares
na reta numérica real.

O movimento que produz essa dinamicidade emerge das
necessidades que, concomitantemente, criam as condicbes para o
surgimento de outras delas. Por consequéncia, elaboram-se novas tarefas
particulares, que explicitam novos conceitos e significacdes conceituais



126

que aprofundam e qualificam a ideias essenciais de nimeros negativos
em relagdo com os positivos.

Essas necessidades se constituem em conteido das proprias
necessidades e motivos da atividade de estudo que, segundo Davidov e
Slobddchikov (1991), orientam os estudantes na apropriacdo de
conhecimentos, como resultado da propria atividade transformadora. As
transformagdes dizem respeito as revelagGes, no material de estudo, das
relagfes internas, essenciais, que emergem da andlise das tarefas que
orientam 0s estudantes a acompanhar a origem de todas as
manifestacfes pertinentes ao objeto de estudo. A necessidade do estudo
é, pois, a caréncia do estudante de experimentar um ou outro objeto, real
ou mentalmente, com a finalidade de, nele, separar 0s aspectos gerais
essenciais e particulares externos, bem como suas inter-relacfes
(DAVIDOV; SLOBODCHIKOV, 1991).

Como diz Libaneo (2004), o resultado disso é que os estudantes
aprendem a pensar teoricamente sobre um determinado objeto de estudo,
consequéncia de sua apropriacdo em bases tedricas. E, por extensdo,
conseguem adota-lo em situagdes que se apresentam na vida.

Conforme Davidov (1987), um ensino que tem como fundamento
a generalizagdo tedrica que se caracteriza pela: analise autbnoma dos
dados da tarefa; separacdo das conexdes essenciais; consideracdo de que
cada tarefa é uma variante de outra, resolvida anteriormente por
procedimentos que evidenciam teor tedrico.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

No fechamento desta dissertacdo resta-me a manifestacdo de
algumas reflexbes a respeito do modo de organizagdo do ensino de
matematica que, assim como a literatura recente, considero algo
extremamente nao convencional. Na impossibilidade de abarcar todos o0s
conceitos matematicos delimitei para o estudo do nUmero negativo que,
no ensino brasileiro, é marcado por dificuldades, e os resultados no que
concerne a sua aprendizagem tém sido bastante insatisfatorios
(BRASIL, 1998). Embora os Parametros Curriculares Nacionais
(BRASIL, 1998) denunciem problemas no ensino e na aprendizagem do
referido conceito, sua proposta ndo traz avangos extremos em relacéo ao
método e ao contelido, pois se aproxima daquilo que Davydov (1982)
denomina de ensino tradicional. Isso significa dizer que a organizacao
do ensino brasileiro para o desenvolvimento conceitual do ndmero
negativo apresenta problemas.

Por isso, recorri a outra organizagdo de ensino, a proposicao
davydoviana que, segundo Schmittau (2004), Devlin (2009), Libaneo
(2004) e Rosa (2012), traz algo novo em relacéo as diversas propostas
que se veiculam nas produc@es cientificas ou se adotam nos contextos
escolares, mundialmente. Para tanto, estabeleci como finalidade a
analise das necessidades que se apresentam no ambito das atividades de
ensino e estudo, mais especificamente, no modo davydoviano de
organizacdo do ensino, referente as tarefas particulares voltadas ao
conceito de niimeros negativos.

Com base em Davidov (1988), poder-se-ia dizer que a
organizacdo de sua proposta de ensino da Matematica apresenta a
seguinte estrutura: tarefa geral de estudo, composta por acles de
estudos, cada qual requer uma série de tarefas particulares que trazem a
tona os conceitos a serem apropriados pelos estudantes. Foram para as
tarefas particulares — referentes a introducdo do conceito dos nimeros
negativos, no sexto ano escolar — que dirigi a atengdo, no presente
estudo. Em especial, dediquei-me ao entrelacamento entre elas, tendo
por base as necessidades prementes dos seus surgimentos com o
objetivo de colocar o estudante em atividade de estudo e, por
consequéncia, em processo de desenvolvimento do pensamento tedrico
relativo ao conceito de niimero negativo.

Entdo, cumpre-me recuperar as questbes centrais que
caracterizaram as analises empreendidas sobre o objeto e as questdes da
pesquisa. Nesse sentido, importa dizer que, na proposi¢do davydoviana,
as tarefas particulares iniciais — em especial, a primeira e a terceira —
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tém a especificidade da geracdo da necessidade do estudo de um novo
conceito: o de numero negativo. O contexto de manifestacdo de tal
necessidade é que, até entdo, a resolugdo de subtracdes e equacdes nem
sempre era possivel, pois se restringiam apenas aos nimeros positivos.
Com isso, defrontava-se com a impossibilidade da subtragdo a - b em
que o namero a fosse menor que o b. O mesmo ocorria em equacdes,
caso se apresentasse a inferioridade do valor da incognita x em relagdo
ao zero para satisfazer a igualdade entre os seus dois membros. Em
ambos 0s casos, S40 necessarios 0s nimeros negativos.

Davidov (1987) considera que 0s conceitos matematicos tedricos
tém por base as grandezas e suas relacdes e, entre eles, destaca o de
namero. Este, quando se trata de positivo — central no curriculo escolar
do primeiro ao quinto ano — vincula-se as grandezas escalares. Contudo,
se a referéncia for o estudo do conceito de nimero negativo, ao ser
compreendido como nUmero oposto ao positivo, requer algo novo
conceitualmente que se refere a um novo tipo de grandeza, a vetorial,
que Ihe d& a significacéo peculiar.

Desse modo, uma das necessidades que se apresentaram para o0
estudo do nimero negativo, contemplada em tarefas particulares da
proposicdo davydoviana, € a passagem da grandeza escalar para a
vetorial. Apresenta-se, pois, um processo transformativo, em meio a
novos conceitos: vetor, para representar todos os deslocamentos e, com
ele, médulo, direcdo e sentido. Com isso, complexifica ainda mais o
sistema conceitual de nimero que traduz o pressuposto histérico-
cultural:

E muito estreito e interessante o vinculo entre os
diversos conceitos. A reciproca inter-relagdo e
transferéncia dos conceitos, que sdo um reflexo da
reciproca transferéncia e vinculagdo dos
fendmenos da realidade, trazem por consequiéncia
que, cada conceito, surge relacionado com todos
0s restantes e, uma vez formado, vem determinar,
por assim dizer, seu lugar no sistema de conceitos
anteriormente conhecido. (VYGOTSKI, 1996,
p.71).

No ambito do sistema do conceito de nimero, a nova grandeza —
vetorial — tem em sua especificidade uma mesma caracteristica que a
grandeza escalar: comprimento. Porém, ndo fica por ai, pois assume
uma nova nomenclatura, o0 médulo, que se associa aos conceitos de
direcdo e sentido, que ndo se apresenta em nenhuma grandeza escalar.
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A trama conceitual emergente das necessidades de
desenvolvimento do conceito de nUmero negativo traz uma nova
significacdo ao processo de comparacdo de grandezas. Sem perder a
caracteristica de que a relagdo entre elas seja da mesma espécie — como
ocorre com as escalares (comprimento com comprimento, area/area,
volume/volume, massa/massa) que determinam o ndmero positivo — a
relagdo entre dois vetores s6 possivel com inclusdo da observacdo de
sentido, direcao e mddulo (comprimento).

O modulo se caracteriza na relagdo entre dois vetores ao se tomar
um deles como unidade para expressar a medida do outro. Mas, na
comparagdo entre dois vetores isso ndo é suficiente e surge a
necessidade de considerar a direcdo e o sentido. No que concerne a
direcdo, as tarefas particulares propdem a construgdo de vetores a partir
de outro vetor tomado como unidade, com a condi¢do da ocorréncia de
paralelismo; isso lhes acarreta ter a mesma direcdo. Quando se
comparam dois desses vetores — um deles, unidade de medida — de
mesmo sentido, o resultado obtido € um nimero positivo. Assim sendo,
para que surja 0 nimero negativo se faz necessario algo a mais, outra
significagcdo: um vetor oposto. Observa-se que, nesse caso, ndo basta a
indicacdo apenas do médulo, mas também a especificacdo do sentido no
registro numérico correspondente ao resultado da relagdo entre os dois
vetores. Essa necessidade ocorre porque a representacdo, tanto dos
ndmeros positivos quanto dos negativos, é feita com a adogdo dos
mesmos signos. Dai, um sinal que diferencie esses novos nimeros dos
positivos: 0 menos (-), indicativo de sentidos opostos de dois vetores.

O termo ‘oposto’ da outro significado aos nimeros positivos, pois
cada um deles tem um nimero oposto, 0 negativo, e vice-versa.
Contudo, hd uma excecdo em urgéncia de ser estudada: o nimero zero.
Nesse sentido, as tarefas particulares sdo elaboradas para que o0s
estudantes concluam que o zero apresenta algumas peculiaridades: ele é
tanto 0 mddulo quanto o oposto de si proprio. Por tais caracteristicas, ele
se torna: 1) origem das ‘linhas de coordenadas’ ('OPBOB et al., 2006),
reta numérica; 2) referéncia da relatividade (ser positivo e negativo ou
oposto) quando vinculado ao sentido.

Nesse estagio de desenvolvimento conceitual, se concretiza a
ideia de que o nimero negativo resulta da grandeza vetorial, e que ela
possibilita o seu estudo, com também o zero e 0s positivos.
Concomitantemente, é possivel que se apresente outra necessidade, caso
ndo explicitem as caracteristicas dos vetores que originam 0s nimeros
positivos: apenas 0 modulo ou 0 médulo e o sentido, com a condigédo de
que dois vetores tenham o mesmo sentido.
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Observa-se que, na proposicdo davydoviana, uma necessidade
conceitual gera outra. E nessa confluéncia que o conceito de oposto, em
certo momento, torna-se o foco, assim como, a introdu¢do do nimero
negativo, na reta, em que se originam algumas necessidades: 1) a
identificagdo de um local na reta numérica; 2) o estabelecimento de uma
unidade (vetor), indicadora da posicdo dos nUmeros positivos e
negativos.

A introducdo do numero negativo na reta numérica, o lugar
geométrico dos nimeros (ROSA, 2012; SOUZA, 2013), é algo novo
para os estudantes, o que caracteriza uma caréncia de tal conhecimento.
Para suprimi-la urge um método que permitia a comparagdo de todos os
tipos de numeros (positivos e negativos) bem como dar sentido a
passagem de um ponto ao outro.

Da mesma forma, € anunciado que as operacbes de adi¢do e
subtracdo, na reta numérica, carecem de algo que identifique a relagéo
maior-menor, que permite a diferenca entre os dois nimeros. Para tanto,
constrgi-se a regra que indica, dentre dois nimeros positivos efou
negativos, qual deles é o maior e, consequentemente, o menor. Vale
destacar que, dos trés casos da referida regra, dois deles envolvem o
médulo, o que gera a necessidade de verificar quando, numa reta com
nameros, é possivel determina-lo.

Esse esforco de sintese sobre as necessidades emergentes no
processo de estudo da introdugdo do nimero negativo da subsidios para
uma afirmacdo: a proposicdo davydoviana para o ensino do referido
conceito se distingue das orientagfes brasileiras e catarinenses,
conforme os PCNs (BRASIL, 1998) e a PCSC (SANTA CATARINA,
1998). Uma diferenca se explicita nas recomendacdes oficiais de iniciar
0 ensino do nimero negativo restrito aos inteiros relativos. So
posteriormente abrangerd as outras singularidades numéricas do
negativo: o racional e o irracional. Na proposicdo davydoviana, a
questdo da relatividade numérica se apresenta no contexto dos reais, isto
é, positivo e negativo.

Nesse sentido, vale referenciar a PCSC por também se
fundamentar na Teoria Histérico-Cultural. Em seus encaminhamentos,
alude que o estudo do referido nimero decorre de uma necessidade e
diz: “o professor criara situagbes que possibilitem ao aluno perceber as
limitacGes dos NUmeros Naturais e a necessidade de ampliacdo dos
conjuntos numéricos.” (SANTA CATARINA, 1998, p. 110). No
entanto, a diferenca, em relacdo ao proposto por Davydov, estd na
prépria citacdo ao mencionar 0s ndmeros naturais. Em vez disso, a
proposi¢do davydoviana, segundo Rosa (2012), inicia o estudo do
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conceito de numero pelos reais. Isso possibilita confirmar que a
necessidade para o numero negativo € diferente daquela da PCSC.
Como dito anteriormente, a necessidade para o nimero negativo decorre
da resolucéo de casos especificos de subtragcdes e equages.

N&o é s6 nos elementos conceituais que a proposi¢do de Davydov
se diferencia daquelas que ele denomina de tradicional, mas também nas
questbes de ordem pedagogica. Cada tarefa particular é cuidadosamente
elaborada para que se articule com as antecedentes e,
concomitantemente, gere dupla necessidade: do surgimento da
precedente que, por sua vez, aponta para outro conceito ou significacdo
pertinente ao sistema de nimero negativo.

Essa duplicidade se constitui em credencial para outra afirmacao:
0 modo davydoviano de organizagdo do ensino de nimeros negativos
imprime um movimento dialético pedagdgico e, como tal, em
permanente estado de devir. Isso significa que a articulagdo entre as
tarefas particulares é marcada, ndo por rompimento de uma com a outra,
mas de superacdo caracterizada por: 1) permanéncias conceituais e de
elementos estruturais da prépria organizacao das tarefas; 2) acréscimos
de algo novo que complexifica o sistema conceitual e seu processo de
elaboracéo, por parte dos estudantes.

A dialética da organizacdo das tarefas particulares sé é possivel
pela propria base genética de que é tomada para o desenvolvimento do
conceito de nimero negativo: a grandeza vetorial (vetor), pelo seu teor
tedrico, que requer um novo método de ensino, como 0 que propde
Davydov (1982). Portanto, ha diferenga extrema com outros modos de
organizacdo de ensino tidos como inovadores. Por exemplo, aquele
citado por Damazio (2001), em que a referéncia para o ensino dos
nameros relativos toma por base situacdes do cotidiano, ligadas a
grandezas escalares, como 0 registro de temperatura, da posicdo do
elevador nos andares de prédio, de pontos ganhos e perdidos de equipes
participantes de um campeonato e de movimentacdo bancéria. O autor
conclui que essas situagdes prendem a atencdo dos estudantes quando as
discussdes dizem respeito a elas mesmas. Porém, se tornam obstaculos
no momento em que remetem para as questdes conceituais. Por
consequéncia, 0s conceitos permanecem em nivel cotidiano, que
somente desenvolve o pensamento empirico (DAMAZIO, 2001).

Como observa Libaneo (2004), o posicionamento de Davydov
afasta ideias pedagogicas presentes no contexto educativo brasileiro,
galgadas em concepcdes que sobrepdem o desenvolvimento social e
emocional ao cognitivo, a atividade pratica ao pensamento tedrico ou,
ainda, reavivam o espontaneismo na educacao escolar.
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Com respeito as situacbes cotidianas referenciadas por Damazio
(2001) como fonte de apropriacdo do conceito de numero negativo,
surge questionamento do tipo: serd que a temperatura possibilita
compreensdo, por exemplo, desse nimero como oposto?

O curriculo de Davydov enfatiza o conceito cientifico, desde o
inicio, a partir da relacdo geral com envolvimento da grandeza vetorial,
pois entende que:

aprender matematica, usando o enfoque cientifico
do geral ao particular, leva a um melhor
entendimento e melhores resultados, em
matematica, do que com o enfoque de concepcédo
espontdnea. Sua justificativa se fundamenta em
que as criangas, desde a infancia, comegam
aprendizagem da mateméatica por meio da
abstracdo, para que elas estejam preparadas para
usar as abstragBes formais nos anos escolares
posteriores, e que Seu pensamento  se
desenvolvera, de forma tal, que podera enriquecer
suas capacidades para dominar matematica mais
avancada (DEVLIN, 2009, p. 6).

Assim, a trama conceitual em nivel cientifico, teérico, para a
introducdo do sistema conceitual de nimero negativo, também é fator de
diferenciacdo em relagdo as indicagdes dos PCNs (BRASIL, 1998) e da
PCSC (SANTA CATARINA, 1998). O conjunto de necessidades — que
propiciaram elaboragdes de novas tarefas particulares e, nelas, a
emergéncia de outros conceitos do referido sistema — se inserem em um
contexto mais amplo: a necessidade de estudar para o desenvolvimento
intelectual em nivel tedrico e, no caso especifico, de nimeros relativos
(positivo e negativo).

A compreensdo de que — no modo davydoviano de organizacao
do ensino — o nimero negativo tem o significado teérico de oposto é
sintese que me permite fechar a presente dissertacdo. Porém, ainda
predomina o sentimento de incompletude e o desejo de continuidade por
incentivo de questionamentos emergentes do préprio estudo. Um deles
é: como se manifesta o significado de oposto nas operacdes de adicéo,
subtracdo, multiplicacdo e divisdo que envolvem os nimeros negativos?

Mas ndo é s6 isso. Ha, também, uma vontade de aprofundar o
conceito de necessidade para categorizar seus diferentes tipos, com base
em seu contelido e ambito de seu surgimento (atividade ou tarefa).
Penso que uma investigacdo dessa natureza traria contribuicGes ndo sé
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para a satisfacdo de interesse pessoal, mas para a propria reflexdo sobre
as diversas atividades humanas, principalmente a pedagdgica.
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ANEXO A: Tarefa 1

92 Ha uepresxe maoGpasensr TOUKH ¥ COSAMHAIONEE UX ANHAM, KOTOpbIE
OPOHYMEDOBAHEL. J[BHTaTheA O JMHMAM MOXKHO TOJLKO B HANpPABIE-
HHAX, YKA3aHHBIX CTPEIKAMM.

(1)

(3)
¢ )

a) Cronnko myrelr peser u3 Touxku C B Touky B?

6) Cxonsko nyreii Beger 13 Touxu B B Touxy C?

B) CroxbKO BCeTo myTelt M3o6paskeHO HA ueprerke? Hns xamzaoro ma
HEX VKa)XKHUTe HAYANA0 M KOHeI.

IMyre Hauano Konen

r) CKONbKO PasIMYHBIX NepeMeleHHH MOXHO COBEDIIHTh 3TUMH IIy-
TAMHA?

n) Ipaaymaiite cnocofsul 06o3HaYeHna 1 N300DAKeHHA HA YEPTeXKe Ime-
DeMellleHHA M3 OJHOM TOYKM B APYTYIO.
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ANEXO B: Tarefas2e 3

104 CpaBuuTe HanpasiaeEusa ayueit AB u CK:
1) 2)
A
B K
K

5 = B 1) A B

3)

SR A S da a6 S0 oL B A S S XA X N X E = N NJ
107 Onpeaenure, kKakwe H3 H300pakeHHBIX HA 4YepTerke MepememeHuil

HMEIOT:

4) ONMHAKOBEIE MOAYJIH;

6) oguEaKoBEIE HANpABIEHW;

B) OPOTHBOIOJOKHEIE HATIDABJICHUS;

I) OfWHAKOBLIE MOAY/IM W HANPABICHUA;

1) OAMHAKOBHIE MOAYIH H HPOTHBOMOIOMKELIS HaIOpaBJIeHHA.
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ANEXO C: Tarefas 4,5¢e 6

® 3ananue 1

Ha umcnosoii npaMoit nokazaEo 4MCaO S.

a) OrmersTe HA 3TOM JKe UMCIOBON MPAMOI Te M3 qHcell, KOTOphLIe MO-
xere:

§—1;8-2;s—3;8— 4.

0 1 8
0) 3amMImHTe OTMeYeHHEIE YHCIA.

@ 3apanne 2

ABTOMOGHAL BhIEXas M3 IyHKTa A B HampaBleHun nyHkTa B, HO, npo-
exas 60 xM, pasBepHyJCA U NMOEXaT B IPOTHBONONOMKHOM HanpasJe-
Hnu. Tloesgka sakoHUMIACE B myEKTe C, HaxoasmeMes Ha PacCTOSHHM
20 xm or mynxTa A. Ilokaxure Ha ueprexe nyexT C. Kakoe paccros-
HHEe IPOoexXaj aBTOMOOHIL mocie passopora?

10 fem
A B
® 3anauwe 3
Bribepute ypasHeHus, KOTOPBIE MOKETe PEINHTh, ¥ DEIIATE HX:
a) x + 178 = 356; B) x-178 = 356;

6) x + 356 = 178; r) x+356 = 178.
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ANEXO D: Tarefas 7 e 8

128 a) Mcnomssysa exasuny E, HOCTPOiTe OTDESOK MITHHOIM:
1) D=E +E; 2)B=E +E + E; 3)C=E+E+E+E.

E

©) Usmepbre jumaet E, D, Bu T, rae T = E+E+..+E, eqnauneit E:
n

|

D
E

[
N

’ El .

B) Kax eme moxHO 3anucars pesyjibrarsl H3MEPEeHHA STHX BeIHyYnH?
r) IlocTpoiiTe BeKTOp:
Bad=erey BE=F+FEH5  WNe=stailsiz

e

—

1) Iyere t = e+e+...+¢. Kak 3afarh oTHOIEHHS BEKTOPOB d , b, e
n

M t K BEKTODY e (KAK CBASAHEI HX MOAYJY B HANPABICHHUS ¢ MOLYIEM

H HanpaBleHWeM BeKTopa e )?

129 a) IlocTpoiite BexTOp:

2,
1)d=3’¢’; 2 m =1

[ =T

>y
-

‘ i

6) ITocTpoiiTe BEKTOD, TPOTHBONOMOMKHBIH BEKTODY b .

B) Kak 3ajiaTe OTHOIIEHME BEKTODA -b ® BEKTOPY € (KaK CBA3aHBI UX
MOAYJIM M HaupaeaeHus)?

b= &3

|
nild

r) IocrpoiiTe BekTOD:

5 | S Bl
1) ¢ = -0,5¢; 2)3-—2,;4’.

A) KaxuMu YHciaM@ BEIPAyKAIOTCA OTHONICHHS BEKTODOB ¢, -c 285

-5 K BEKTODY e?

niln
I
1
MIQ'
I
o)
|
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ANEXO E: Tarefas 9,10 e 11

130 BripaznTe BeKTOD () Yepe3 BEKTODH b, m, d.

3]
al

o :

x|
|

3|l
]

allel
I

131 a) Iocrpoiite BexTOp:

1) b = -Tn; 3) d = 130;
2) ¢ =7-n); 4) 1 = -80.
n )'_.

6) CpasauTe BexTODSHI:
Douc; 2)dml.

132 Iyers a = —3e. Haiignre:

1)

LRIEY
D
'

!

ailag
W
S
|
-
S’

YeM OTAMHYAIOTCHA YHMCNA, KOTODHIE BRIPAMKAIOT OTHOIICHHS IPOTHBO-
HOJNOIKHBIX BEKTODOB K OAHOU M TOi ke epmmune? YTo y Hux obe-
ro? Kak MoxHO Hassath Takde wymcaa? YTo MOXKHO HA3BATBE MOAYJIEM
yucna?
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ANEXO F: Tarefas 12 e 13

133 IIycre % = m. HaiiauTe MOAYIH U 3HAKH Uncen m " —m, ecnu:
a)
G c
|m]| = |-m| =
m= —m=
6) e
B C 3
Im| = |-m] =
- -m =
EB)
e ¢
Im| = f-m| =
m= —m=
r)
e c
Im] = |~m| =
m = -m =
........... SRS A AR A AL L E R N F E NN RER ]

134 a) Kaxoit sHak umeer umcno —n, ecau:

1) n — nonoxuTENBHOE THCNO:

2) n — orpumaTeNbHOE YHCIO;
3)n=0?

6) Kakoif 3Hak umeer gmciao n, eciu:

1) —n — TONOKHTENLHOE YMCJIO;
2) —n — OTPHIATENLHOE YHCIO0;
3) —n=0?
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ANEXO G: Tarefa 14

135 a) Kax samaTe cucreMy KoopamHaT Ha npamoii? 3azaitTe cmcTeMy Ko-

ODAMHAT Ha NPSiMOH M OTMeThTe Ha HeM TOYKM ¢ KoopauHaramu 0, 1,
3, 10.

Haqa,noTxoopma'r

0) Haiizure xoopauHaTel Touex A, K, M.

B
B) OTMeThTe Ha KOOPAMHATHON TIPAMON 4YNCHA @ W M, ecHu T e
O =
u g =m.
B C
E
0 1 s
r) OTMeTsTe HA KOOpAMHATHOI mpaMoi umena 0, 1, -1, 2, -2, n u k,
- a
eClIN ¢ — EAMHUYHBIN BEKTOp, TOYKa T — HAYaNO KOOPAWHAT, — = N
(3
b
u ==k
e
_"
_-’
- —
1 o
— I —
I o
a -
— —
el
™’
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ANEXO H: Tarefas 15, 16 e 17

136 Haiigare MOAy b UMCeN, OTMEYEHHEIX Ha KOODAMHATHON NpaMOit.

a)

a b 0 c
5) <

m d 0 s
B) >
n k 0 P
tE

r) Y e

a 0 -a

E — pauMEA €IMHEMTHONO 0TpesKa

........-.....C............CI.‘.......I......‘

137 OTMeThTe Ha KOODAWHATHOMH IPAMOIt YHCIA:

3 3 2 1 "
02—, *2;, 25 3 —15; 6) 1,89; -1,75; 1,67.

Kaxne u3 uux BH yixe ymeeTe cpaBEMBaTH? Cpasaure atu ymena.

______________ A A A R R R A LA E E N EE NN NN E]
138 CpaBHHTE MONOMKHTEALHBIE YHCIA:
a)
m c
6) - -
m ¢ 0
B) - +

o+
3
(31

r)

A\

n) < + +

m <

CoopmynupyiiTe ABa npaBua Ajis CDABHEHHUS NOJOMKHUTEJIHHEIX YHCEN
H8 KOODAMHATHOH IPAMOMH.
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139

140

ANEXO I|: Tarefas 18 e 19

IIycTe m B p — DOJIOMKUTENbHBIE YHCTA H M > p.

a) CpapEuTe HaOpaBleHHE EAHMHHYHOIO BEKTODa e c HanpaBJIeHHEM
nepememeHus AB .

4 B

m P

6) CpaBEHTE MOAYJIM YHCeN m | p.

AB e |m| lpl

IIposepsTe, 6YAYT MM onucHIBATH 00a MpaBHJIa OTHHAKOBOE MOJOMKEHHE
uHcel @ ¥ b Ha KOODAMHATHON IPAMOH, €CJIH He OrPAHWYHBATHCA TOIb-
KO MOJOXKHTEIBHEEIMY IHCIAMH.

a) = - >
a 0 b
5 € .
a (1] b
B) + >
0
r) +
b
B) - e
b
e) =% — - --
0 b
) - ; >
a b 0
3) = . +
a b 0
%) + + -
0 a b
K) < . - .
0 a b

Kaxoe m3 asyx mpasus Hazo HPHEATH INA CPABHEHHS gmces (xak mo-
JIOUATENBHEIX, TAK W OTpUNaTenbHEIX)? O6bacHETE, mouemy.
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ANEXO J: Tarefas 20 e 21

141 Haiingure Moayas u onpegennTe anax gucia m, eciu:
a)m < 0Q; 6) m = 0; By m > 0,

..............O...‘.......CC..Q.O...OO........
142 B kakom ciayuae uncao @ Memsme gncaa b, ecam:

a) oba umeNa OTPHIATENBHEL;
6) oBa umcaa DOMOKMTENBHEL;
B) 4MCIA UMEIT pasHEle 3HAKHT



